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Théoreme de Hadamard-Lévy

Mouzard - Morin

Théordme. Soit f :R?Y — R? de classe C?. Alors [ est un difféomorphisme de
R? dans BRY si et seulement si

. Do f est inversible pour tout x € RY.

- f est propre, cest-g-dire si Vimage réciproque de tout compact par f est
compact.

Démonstration : Supposons pour commencer que f est effectivement un
difféomorphisme de R? dans R?. Alors pour tout compact K, FUK) est un
compact en tant qu’image d’un compact par ’application continue f~1. De plus,
comme fof ' =1Id ona DsifoD,f ! =1Idet ainsi Dyf inversible pour
tout x € RY.

Supposons désormais f propre et D f inversible pour tout £ € R?. Qn va
chercher & construire une application g : R? — R surjective telle que fog = Id.
Ainsi, f sera injective car g est surjective, et surjective car inversible 3 droite.
Pour ¢a, on construit une famille {g;)o<;<1 d’applications telles que :

Yie [0,1], fog = tId,

et aingi, g := g1 répondra au probléme. En supposant que chagque application
est différentiable, on a nécessairement; :

e € B, (Do, f) (Bin(@)) = .
Ainsi, on va étudier le systdme différentiel suivant pour z € R? fixé

{ Bgelw) = (Duwf) (@),
go(:‘c) = 0.

Pour obtenir la condition initizle, on suppose que f s’annule en 0, quitte &
considérer la fonction f — f(0) sans perte de généralités. Comme f est de classe
C?, sa différentielle est de classe C! et il existe une unique solution maximale
{t,z) — g;(x) définie et de classe O sur

U OT*(I)aT*(r)[X{m}) CRxRY,

zeR%

Ainsi, on a pour tout 7 € R? et £ € [0, T™(z)] :

tw — fotxds _ /Dt (Dgs(m)f) (Gf;gs(z))ds — foa(@) - Fogo@) = Fog(x).



It suffit alors de montrer que T=(xp} > 1. Suppesons que pour zp & RY fxé,
on ait T™(zg) < co. Le théoréme de sortie de tout compact nous garantit que

lgi{zo}| -— _oo.Comme f est propre, on en déduit que [(fog zo)] —
=T (zn) t—+T*(x0)

oo. Or comme [(f o g;}(zo)| = ltzo| < T (xq)|zo]; c'est absurde. Donc T*(xg) =
oo > 1.

On a alors construit une inverse & droite de f avec g := g1. On peut montrer
grice an lemme de Gronwall gne ¢ est continue. On montre ensuite gu’elle est
surjective. RY étant connexe, on va montrer que 'image de g est ouvert et fermé.
Comme f est un difféoreorphisme local en tout point, son inverse g est aussi, et
ainsi g(R?) est ouvert. On va utiliser la caractérisation séquentielle du caractére
fermé pour conclure. Soit (1, = g(xn)), une suite de g{R™) qui converge vers
y € RY f étant continue, la suite (z, = f(yn) converge vers z = f (y}. g étant
aussi continue, la suite (g(#n) = yn)n converge vers g{z). Par unicité de Ia
limite, on a g{z) = y et ainsi g(R?) fermé. Par connexité, on conclut que g
est surjective. Comme f est localement un Cl-difféomorphisme par le théoréme
d’inversion locale, g est localement de classe C, et donc de classe . Ainsi, f
est un diffdomorphisme global.

3|




Théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

Mouzard - Morin

Théoréme. Soit @ C RB? un ouvert et soit U wn ouvert tel que U soit compact
et U C Q. Soit F un sous-ensemble bornée de LP(Q) avec 1 < p < oo. On
sSuppose que

Ve > 0,9 €]0, d(U,CO)[ YR e R*Vf € F,|hl < — |Tnf — Fleean < &

ot Thf est lo translation de f par h. Alors Flg est relativement compact dans
(.

Démonstration : Comme I est borné, on peut supposer £ bornée. Pour
fE€F, anpose flz) = { fz) size@ .On a alors & := {f|f € F} est

0 sinon
borné dans LP{R"™) mais aussi dans L'(R™) car Q est borné. On commence par
se ramener aux fonctions continues 4 Vaide de suites régularisantes pour pouvoir
appliquer le théoréme d’Ascoli et conclure. Soit (p,,)n>0 une snite régularisante.
On a alors

- _ 1 T
Vfe# Vn> 57 Hpn *f*f”LP(U) <&

En effet, 'inégalité de Halder nous donne
lon * fla) — f(z)] < f%ﬂ 1fz =) — Fla)lpnly)dy < (fRﬂ [l —y) f(:v)\ppn(y)dy)

Comme le support de p,, est dans la boule B(0, %), on a

(o v D) - TP < [ 1@ 9 Flentidy

3

Ainsi, en applignant le théoréme de Fubini,

[ ons @) - F@paz< [ ot ([ 1o )~ Foras ) oy <,

Pr

ce qui donne la majoration annoncée.

On va alors appliquer le théoréme d’Ascoli & &, := {p,*fl5 ; f € F}. D’abord,
on ubilise que % est bornée dans I par une constante A et on appligue encore
une fois 'inégalité de Holder :

(on= @< [ flonleols0)idy < M.



Ainsi, o, est bornée en || - {loo- On montre alors que o, est uniformément
équicontinue, et ainsi équicontinue en tout point : soient zg, 71 € R™ et f € Z.

(o = F)(zo) — (o * Fila)] < f I — %0) — ply — 2)IIF )iy
B0, 1)
< flor — @l Cali il
SMC;“{(L} —:Eg[.

Omn a donc que &7, est relativerent compact dans C(U), et donc dans LP(U/)
car || - |z < Cull - lloo,u-
On peut elors conclure : soit £ > 0. On fixe n > %, ainsi Vf € & j{(pn* ) —

Fllzrn <&
Comme =, est relativement compact dans LP(I/}, on peut le recouvrir par un
nombre fini de boules de rayon €, pour la norme | - {|y»(;). En considérant les

boules de rayon 2¢, on a un recouvrement fini de F|p.
Ainsi, #|y est relativement compact dans LP{T7}.



