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Chapitre 6

Espace de Bergman

Réiérences : Bayen, Margaria, Fspaces de Hilbert et opérateurs, p 104

L’objectif de ce développement est d’étudier I'espace de Bergman

A%(D) = {f 1) [ G ddy < oo}.

On munit cet espace du produit scalaire de LZ(D).

~i Lerme. }

Pour tout K compact de I, on a

1
2 | ———— - 2
er A (D}) "filcc.ﬁ’ = '\/?—T LE(K-,SI:I X "f"L -

Y

Démonstration. Soit a un élément de I. Comme D est ouvert, il existe r un réel strictement positif tel que
D{a,r) soit inclus dans ID. I¥aprds la formule de la moyenne :

1

2 Barr)

fla) = F2) drdy.

Alors d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 12
1 2
o)l < = ( (S dxdy) ( Lo dxdy)

oy 1/2
T
<
_ il
Jrr
On fait alors tendre r vers d{a,S!) pour obtenir
1£1 2
[fa)] < 77 da, 55

Etant donné que d{ K, ,SY} < d{a,§Y), le résultat s’ensuit alors.

Proposition.

A*(D) munit du produit scalaire de L2{D) est un espace de Hilbers.

Adrien LAURENT

27 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 6. ESPACE DE BERGMAN

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de A%(D). Alors d’aprés le lemme précédent, on a pour tout
compact K de I :
{fn Jon ”L2

S V(K8

Alnsi, sur tout compact, {f») est de Cauchy dans C(K,C) qui est complet pour la norme uniforme, donc quitte
a prendre des compacts emboltés, on a Uexistence de f continue sur D et limite umforme sur tout compact de
{fr)- D’apres le théoréme de Weierstrass, f est holomorphe.

De plus, L*(D} est un espace complet donc (f,,) admet une limite g dans L*(B). Or, d'aprés le théordme de
Riesz-Fischer, il existe une extractrice y telle que (f,(,)) converge presque partout sur D vers g. Ainsi, f = g
presque partout sur D et f est un élément de L7(DD). : |

VYm,neN: ﬁfn fmum

Pour toute la suite, on pose pour tout entier naturel n

D —- C

O b in-+1 o

z > z

T

|

Proposition.

La famille {e,} forme une base hilbertienne de A%(ID).

- Démonstration. Le caractére orthonormée de (e,,) est immédiat, il suffit de caleuler :

{en, Cmy = Vit )im+ 1 f 22" dzdy
jib

T

_ \/(ﬂ. + 1)(m + 1) ! n-+m-+1 ) ( i iln—m)é )
= - (J;—:o T dr L:D € dg

_ 27r«/{n—3—1)(m+1)5
S (atm+2r T
C 2rn(n+ 1)
C 2n+ 27

= 5n:m

A présent, considérons j une fonction de A%(D) orthogonale 2 Vect(e,). On note c,{f) = (f,e,) et on a
done par supposition ¢, (/) = 0.
Comme { est holomorphe sur D, elle est analytique sur D et 1l existe {a,,) une suite de nombres complexes telle

que
VzeD: f(z Z @y z™
n=0

Alors :

/n-i—l

enlf) = f T f(2) dedy

Y Lt lim (J- z"f(z) dz.dfy)
T =l Kz
n+1 S
= lim Z ok dzdy
r—1 zf<r

ia premiére égalité provenant du théoréme de convergence dominé et la deuxidme du fait de la convergence
normale sur tout compact de D de la série entiére Z a, 2" Or avec un changement de variables polaires, il
vient :

Do Tn+k+2 T r2n+2
—n_k <
z dudy = ————8, n = ———0k.m,
L,Q_ R TR R S
donc -
/ 27:—— =

] _ [??,""1 . s Bnd2 _ Vi

enl(S) Vo lim L-ZO% B \/ 7 4n lim 7 %
Donc pour tout n e N, g, = 0. On en déduit [ = 0 et la famille {(e,),, est bien une base hilbertienne. I

Adrien LAURENT 28 ENS Rennes - Université de Rennes 1



