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Sous-groupes compacts de GL,(IR)
Florian LEMONNIER et Arnaud STOCKER - 13 mai 2015

[Ale], probleme ITLIILA.1

Théoréme

Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit K un convexe compact non-vide de V.
Soit G un sous-groupe compact de GL(V) vérifiant: ¥u € G, u(K} C K.

Alors 3x € K, Vu € G, u(x) = x.

Démonstration:
Etape 1: Soitv € L{V), tel que v(K)} C K ; on va montrer que v admet un point fixe dans K.

Soit xg € V; on définit, pour tout k € N*, x; = Tc% ' (x9)-

1=

T

I}
Comme K est convexe: Vk € IN*, x. € K.

Comme K est compact : il existe une sous-suite (x K ) qui converge vers x € K.
0 / ke
Ona:

k
v(x) = ): Y(xo) = k+ T (Ev (x0) + %1 (xg) — xg) = Xp 4 e k+ ; (vk"'l (x0) — xg)

On passe & la limite dans v ( ‘P(k}) Yo ¥ (k) ) (v¢(k)+l (x0) — xo) et on obtient v{x) = x.
En effet, v est continu {par linéarité et dlmensmn finie) et le second terme du membre de droite tend
vers {, car K est de diametre fini {car K est borné).

Etape 2: Soit N une norme euclidienne sur V.

Pour tout x € V, on pose
vix) = max N{u{x)).
HE

On va monirer que v définit une norme G-invariante sur V.

Comme G est compact : pour tout ¥ € V, {u(x)|u € G} est compact.

On en déduit que v est bien définie sur V.

Par ailleurs, on a : Vx € V,Vu € G,v(x) = v(u(x)), car la composition par u est une bijection du
groupe G.

De plus :

~ vest a valeurs dans R car N lest;

-VxeV,v(x)=0=N(x)=0=x=0;

- Vx € V,VA € R,v(Ax) = |A|v(x) car les éléments de G sont linéaires et car N est une norme.
Il nous reste & montrer que v vérifie I'inégalité triangulaire ; soient x, ¥ € V.

v(x - y) étant définie & partir d'un maximum, ona:

dup € G, v(x+y) = N(ug{x+y)).

Alors v(x +y) < N (up(x)) + N (uo(y)) < v(x) -+ v(y).
Etsi on a l'égalité v(x +y) = v(x) +v{y), alors up(x) et 1o{y) sont positivement liés, donc x et iy aussi
(car up est inversible).

fitape 3: Pour tout # € G, on note F, = {x € Kju(x) = x} ; on veut montrer que n Fy # @.

K étant compact et les Iy, étant fermnés, pour tout # € G, la propriété de Borel—Lebesgue nous invite
done & montrer que :

p
Vp e N Vuy,...,up € G, () Fy # 2.
k=1

) 1&
Soient done p € IN*, uq, .. L Up € G;onposev = E E .

Soita € K, tel que v(a) = a (il existe carv € L(V) stabilise K).



4 4

Ona:v(a) = v{v(a)) < % Y v (ug(a)) = % Y v(a) = v(a), en utilisant la G-invariance de v.
k=1 k=1

On déduit du cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire de v que les u(a) sont positivement liés, pour

ke [17].
Et comme Vk € [1,p]), v (ug(a)) = v(a), on obtient :

vk € [1, p], wp(a) = u1(a) = v(a) =a.

P
Donca € ﬂ F, + @.
k=1
Et on conclut par Borel-Lebesgue. ]

Corollaire

Soit G un sous-groupe compact de GL; (R).
Alors il existe une forme quadratique g définie positive sur R” telle que G C O(g).

Démonstration:
On munit G d’une nouvelle structure de groupe (G, {) par: VA, B € G, AQB := BA.
On pose :
1(6,0) = GL(S:(R)
P“ A (S tASA)

~ p estbien définie car VA € G, p(A) € L (Sy(R)) est inversible, d’inverse p (A7) ;

- p est un morphisme de groupes (pour la loi ¢);

Mu(R)? = L(Su(R))
(A,B) +» (S+>'ASB)

. . - | Ma(R) = M”(]R)z
et dimension finie) et{i\. : ‘ A b (A, A)

est continue (par bilinéarité

— pestcontinue, car p = (boA)|g, ot bh:

est continue {par linéarité et dimension finie).

p(G) est un sous-groupe (car g est un morphisme de groupes et G un groupe) compact (car p est continue

et G compact) de GL (5,;(IR)).
Onpose H = {!MM|M € G} et K Yenveloppe convexe de H.

L.a compacité de G implique cefle de H puis celle de K.}
De plus, comme G € GLy(R), onobtient H C S+ (R); et comme S;} T (R) est convexe, ona K ¢ S+ (R).

Enfin,
VA € G,VM € G,p(A) (tMM) ='A'MMA ='{MA)(MA) ¢ HC K;

et donc par linéarité de p(A), K est stable par p(A).
On applique le résultat précédent pour obtenir :

38 € K,VA € G,S = p{A)(S) ="ASA.

Etcomme K ¢ SF*(R), onabien G C O (gg), ot g : x > 'xSx est une forme quadratique définie positive
sur R7, |

Références

[Ale] M. ALESSANDRI — Themes de géométrie, Groupes en situation géométrigue, Dunod, 1999,

1. On dispose du lemme suivant, conséquence du théoréme de Carathéodory :

Lemme

Soit £ un espace affine réel de dimension # < o0, A C £, on suppose que A # & et que A est compact.
Alors son enveloppe convexe Cv(.A) est compacte.

En effet, on pose K = {{t1,..-, ty1) € [0, 17" |t1 + ... + ty41 = 1}, C'est un compact de R"H1.
£

. K x Entt -
On définit f : .
f * (h:---rtn+1vA];---:An+1) = hA 4+ ---+tr:+1Au+1

Draprés Carathéodory, f (K x A"F1) = Cv(A); or f est continue et K x A" est compact done Cv(,A) Vest aussi.



Méthode de Newton 2

Florian LEMONNIER et Arnaud STOCKER — 13 mai 2015
[Rou], exercice 49

Eléoréme

Soit f : [c,d] — R une fonction de classe C2. :
On suppose f(¢) < 0 < f{d) et f' > Osur [¢,d]; f s’annule donc en un unique point de ]c, d[, noté a.

f(x)

Pour xp € [c,d], on pose tant qu'on peut X,41 = F (xy), 00 F 1 x = x — )

1
1. Nlexiste C > 0, tel quesi Jxp —a| < < ol alors ¥Yn € N, x,, est bien défini et |x, —a| < |xp — a|.
Dans ce cas, (x,) converge vers a a v1tesse quadratique.
2. Si f* > 0sur [c,d] et xo > a, alors la suite (x,) est bien définie, Vn € N, x,, > a.

S a2

Dans ce cas, on a I'équivalent : xy, 41 —

Démonstration;

Ltape 1: Soit x € [c, 4], comme f(#) =0,0na: i
N i t))
F(x)-ma—xuf,(x) —a
RN 1€ Rad LG
IO
_ fla) - fx) — (a — ) f'(x)
f(x)

Et par I'égalité de Taylor-Lagrange, il existe z com-
pris strictement entre a et x, tel que:

Y2
F@) = 1) = (=27 = g

On en déduit donc :
f”(z) \\—/]
27 =

Titape 2 : Montrons la premiére partie du théoréme.

Y

F(x)—a =

On pose C = %; C est bien défini car f et f’ sont continues sur le segment [c, d], intervalle
sur lequel f' > 0.

Onaalors: |F(x) —a| < Clx —al2.

Soite € ]0,%[, tel que I := [0 —a,a +a] C [c.d};

Alors Vx € I,|F(x) — a| < Ca? < &, done F(x) € I'puis F(I} C 1.

2. On dispose d’une application. Soit ¥ € R* ; imaginons qu’on veuille estimer a = /7. Soit f : x ++ x2 — , définie sur un
intervalle [¢, d], avec 0 < ¢ < d et ¢ < y < d%. Pour approcher 4, on doit itérer la fonction F{x) = x — ,x_:,:_y
(x+a)?

, . (x—ap _
Onaalors: F(x) —a = o et F(x)+a= 5y

. X a X a
Donc, en prenant xg €4, d| et en posant x;, = F" (xg), on obtient : }—“—+—a = (xﬂ + a)
n [

2 2![ 2n 2"
Par conséquent : 1 + 2a_ (1 -+ % ) =1+ ( ) .
Xp— 4 Xg—4a Xp-a

"

. xg—4a
On obtent donc un encadrement de Verreur : 0 < x; —a < 24 ( 02n )



Par conséquent, si xp € I, alors Vi € N, xy € Tet|xy41 —af = |F (xa) —a| < Clxy - a|2.
Et par une récurrence immédiate, il vient :

Claw—a] < (Clan—a])* <... < (Clxo —a))” < (Ca)”

Ce qui prouve la convergence d’ordre 2 de (x,) vers a car Ca < 1, dans le cas ol |xp — a| < a.

Etape 3: Utilisons désormais hypothése supplémentaire : f” > 0 sur le segment [c, ).

Pour x €]a,d], ona: F(x) = x — % < xcar f' > Oet f sannule en a.
f'(z)
2f"(x)
Ainsi, Vx €]a,d),a < F(x) < x < d, donc |a,d] est stable par F.

Ona méme: si xg €]a,d], alors Vn € N, x,; €]a,d] et 1a suite (x,) décroit.

Comme (x,) est également minorée par 4, la suite (x,) converge; onnote ! & [g,d] sa limite.
I est un point fixe de F donc par conséquent f(1) =0 et donc ! = a.

Comme dans le cas précédent, |x,41 — | < Clxy —a|* et done Ia convergence est quadratique.

(x — @) > O car f” et ' sont strictement positives.

Drautre part: 3z €]a, x[,F(x} —a =

Etape 4: Enfin, cette inégalité est essentiellement optimale.
41— lf” (zn)
(1‘” _ﬂ)z zf, (xn)
[ (zn) f"(a)
2F (xu) % 2f7(a)

f.vl(ﬂ) (x" __a)g

Tt = N 2f7(a)

Sia < xp <d,alorsVn € N, x, €|a,d] et 3z, € )a, 24|,

Par continuité de f" et f”, on déduit , d’oll finalement :
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