Legon 207 : Prolongement de fon_ctions._-Exempies_et_appiicatio_ns.

Définition 1. Soient X, E deus espuces topologiques, Y g){ . Soit l’applicdtz’oﬁ I Y S E. Un prolonge-
ment de [ sur X est une application g° X —. B felle qué gy =f.

1 Prolongement et continuité

1.1  Prolongement et continuité uniforme

Définition 2. Soient f: D ¢ (B,d) — (F.d'),a € D un point d’eccumulation de D. Lorsiue | nest pas

définde en a et lorsque Ii_l;ﬂ f(z) =1, la fonction g définie sur D) {a} par gl2) = f(z) sur D et gla) = !
T—ra . )

est continue en o el est appelée prolongeinent par continuité de [ ena.

Exemple 1. La fonction définie par flz} = zsin~ pour ftout 1 € B* 3¢ prolonge per continuité en 0.
o )

Théoréme 1. Principe de prolongement des identités. o .
Soient f,g deus fonctions continues de | ‘espace topologique E dans Uespace vectoriel normé F. Si fetg

coincident sur une partie dense alors elles sont fgales.

Théoréme 2. Soient (E, d),{F, 8) deuz especes métrigues, F élant complet, A une partie dense de E et
[ une application uniformément continue de A dans F, Il 8._1.‘5.9&_2 une unigue application. continue g de I
dans F' qui prolonge f. De plus g est uniformément continue. :

Applications 1. -Construction de | ‘intégrole de Riemann des fonctions réglées.

-Le complété d’un espace métrigue (£, d) est unique & isométrie pres : Soient (Bi,dy), (Ey, do) deuz espaces
métriques complets tels qu’il existe une isométrie i, (respectivement iy ) de E dans (réspectivement dans
Ea), avec iy (E) (respectivement i5(E)) dense dans By (respectivement dans E,). Alors il existe une unique
isoméirie ¢ de E) dans Fy bijective et vérifiant P(ir(x)) = ia(z) pouwr tout z ¢ E.

Théoréme 3. Théoréme de Tietze. _ :
Sotent (X, d) un espace métrigue, Y un fermé de X, go: Y — R continue. Alors g0 edmet un prolongement
continu fo: X — R,

Théoréme 4. Théoréme de Plancherel.

A chagque fonction de L? | on peut associer une Jonction f de L? de sorte que les propriétés suivantes soient
satisfaites : '

a) Lorsque f est dans L' L2, f est la transformée de Fourier de f.

b) Pour tout f dans L?, on a ||f||s = || f]|-

¢) Lapplication f > f est un isomorphisme d’espaces de Hilbert de L? dons L2

1.2 Prolongement de formes linéaires

Théoréme 5. Théoréme de Hahn-Banach.

Seient E un espace vectoriel normé el p une applicalion vérifiant

INz € E,VYA > 0,p(Az) = Ap(z).

2N, y) € B2, plz +y) < p(z) + ply).

Soit d’autre part G € E un sous-espace vectoriel de I cf soit g : G — R une application linéaire telle
que g{x) < p(z) pour tout & € G. Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g i.e
Yo € G,g(x) = f(x) et telle que f() < p(z) pour tout z € E.

Corollaire 1. Soit G un sous-espace vectoriel de F et soit g: G = R une application linéaire. continue de
norme llglle: = sup  g(z). Alors il existe f € E' qui prolonge g et telle que || fllm = |lgfe.

e2€G, ||z <1 .
Application 1. Soit I un sous-espace vectoriel de E. F est dense dans E si ot sculement si toule forme
linéaire qui s’annule sur I s’annule sur E.



2 Prolongement et différentiabilité

2.1 Prolongement et régularité

Proposition 1. Soit une f fonction continue de Uintervolle I de R dans [’espace vectoriel normé £, soit
o un point de I. Si [ est dérivable sur I — {a} et si f' posséde une limite | au point g alors [ est dérivable
en a de dérivée 1. ' '

Exemple 2. La fonction [ définie par :

fly = cxp{ﬁ%) sit>0
. Stnon

admet un prolongement de classe C° en 0.
Application 2. Fzistence des fonclions pleteaus.

Théoréme 6. Théoréme de Borel
Soit {ag)ren € RN, I existe w € C°(R) telle que pour tout k € N,ulF{0) = ay.

Corollaire 2. Toute fonction C° sur un intervalle compact [a,b] avec des dérivées de tout ordre d droite
en a, & gouche en b peut étre prolongée en wne fonction C* sur .

2.2 Prolongement et équations différentielles
Considérons 'équation différentielle

(€) S240) = fle,t0).

ot T est un intervalle de R, f: I x €@ — B™ continue, avec §2 un ouvert de R”, x est une {onction C* de
t & I & valeurs dans (1.

Définition 3. Selution : Une solution de & est un couple (z,J) ot J esi un intervalle contenu dans I et
x est une fonction C de J dans Q gui vérifie £ en tout point de J.

Probléme de Couchy : Etant donné (to, mp) € I x Q1 le probléme de Cuuchy consiste 4 trouver une solution
(z,J) de & telle que to € J et z{to) = Ty,

Solution globale : Seit (x,J) wne solution de £. 5i I = J, on dit que la solulion est globale.
Prolongement de solution : Soient (1, J1), {22, J2) dews solutions de £. On dit que (29, J2) prolonge (1, Ji)
siJy CJp et 2 () = zo(t) pour towt L € Jy.

Solution mazimale : Une solution (z,J) est dite muzimele si clle n'admet eucun prolongement.

Théoréme 7. Supposons f définic sur [a,b[xR™. Soit (x, J} une solution mazimale de £, ot J =|T.,T"|.

Alors
{ o bien T* = b

ou bien T* < bet lm |z(f)] = +oo.
T

de méme

i

ou bien T, a
ou bien T > a et lim |z(f)}] = 400
t— T

Corollaire 3. Critére de prolongement.

Soit (z,J) une solution de & o J =], fl,a < o < f < b. Supposons qu’il existe 6 > 0,4 > 0 tels que
()| < A pour tout ¢ € [B — &, B| (respectivement o, o + 8]) alors = peut étre prolongée au-deld de [
(respectivement au-deld de o) en une solution de £.



Application 3. Soit 1] x R" = R" o I =|a,b|. Supposons que [ soit continue et bornde i.e.
AM =0Vt ay e I x B f(z,t)| < M

alors toute solution du probléme & est globale.

Exemple 3. Le probléme sur B? § } N p ,’
o) = 2 t F”‘“@‘ff@mos do.

2 5

5

admet pour tout o € R une solution unique définic sur | — oo, -F-oo|.

3 Prolongement et holomorphie

Théoréme B. Principe de réflezion de Schwarz

Soit Q un ouvert de C. Supposons que § soit symétrique par rapport & Uaze des réels. Soit [ une fonction
holomorphe dans Uowvert ' = Q N {Im(z) > 0} et continue sur . On suppose que f prend des valewrs
réelles aua points de Uave réel. Alors [ s’élend en une fonction holomorphe dans §0 tout entier.

Prolongement analytique

Théoréme 9. Principe des zéros isolés.
Seit f une fonction analytique non constante sur Pouvert connese §2. Les zéros de f forment un ensemble
de points isolés.

Corollaire 4. Prolongement analytigue.
Soient f et g deux fonctions enalytiques définies sur Uouvert conmeze Q. Si Pensemble des points a tels que
fla) = gla) posséde un point d’accumuletion dans S, les fonctions f et g coincident sur S).

Application 4. Soit 3~ a,2" une série entiére de rayon de convergence 1. Svit f lo somme de cette série
dans D(0,1). La fonction f posséde av moins une singularité essentielle sur le cercle de centre 0, de rayon
1.

Application 5. Prolongement de la fonction { 4 C — {1},
Il existe une fonction ¢ hoelomorphe dans C — {1} avec :
1
a)((s) = ST + {8}, holomorphe dans C.
S —

+oo 1
bli(s) = Z 5 bour s € C, Re(s) > 1.

n=1

, +o0
e)l(s) =1I(1-3) i I{s)= w‘él"(%)((s), ot I'(2) :fﬂ z* exp(—x)dz, z € {u ClRe(u) > 0}.
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