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Théoréme de Plancherel

Objectif 1. utiliser lo théoréme de prolongetment des applications uniformément continues pour
construire une "transformée de Pourler ¥ sur L2(R) qui sotf isométrique.

Théoréme 1. Plancheral
Pour la norme |||, FM{R) N L*(B) est dense dans L?(R) ot on a pour tout f € LYY N L3(R) ¢

Rl F@P b = & RIFP at (9)

On définét alars ko transformation P par P ¢ [ — P(f) = 7%= T Ainal, {V) so réecrit de la
manidre suivanie |ﬁ'P(f}[L2 = | fllz ¢t o tranformation da Fourter-Plancherel P se prolonge de
manddre isométrique & LA(R).

Corollaiva 1. P (L'(R) 1 L¥(R)) 2st dense dons L*(R) et P et un tsomeirie de de L2(R),

Pour les hesoins du théoréme, on aura besoin du lernme suivant qui donne un exemnple d’approxi-
metion de Punitd et qui est admla

Lemme 1. 4 pmmématmn de Huptié
Soit () = 1+( 7o e alors f )it =1 et 4hy = ——qﬁ,. o () = e~

Démonstration.
Etape 1 1 B{R) N LA(R) est denso dans L2(R). La denslté des fonctions contintes & support
compact dena L*(R) donne immédisternent la densité de L*(R) N LA(R) dans L*(R). En effet,

O.{R) C LMR) N LA (R) ¢ LA(R) == CL(R) = LA(R) ¢ L;i(R) N Lo{R) © LA(R) = L*(R).
Hitape 3 1 Soit r}(:r.') w2 fl-z) of g=f m? Caleulons alors §, On a alors @

Blo) = v f(m) Fim )f(M) =|fi=)
En effet !
;(m} =fa F(ﬁ]e‘“‘” dt = [ e~ dt = [ Tluje™ du = [ Fl)e 0 du = Wa:)-
Méthode 1. Eaprimer ¢(D) de deux manidres d{fférentes.

Tout d'abord, par commutativiéd du prodult de convolution on & g(0) = {}'J* JI(0) solt
= Jo 0 - 6) fleydu = [y F0)F@Tdo = fol Fla) do
Pour avoir, notre deuxiéme expresslon de g(G), on v montrer que :
.‘15411 ¥ % 5(0) = g(0) (propiété de ¢y, comme approximation de l'units).
Comune f, ; e LA(R), f*? est définle sur R tout entler et f m; € Cp(R). Dane g est en particuiior
bornés sur B st tant contlnue en 0, pour € fixé on n.
3y >0, jel< = |gls) - g(0)] S &
. appliquent le lemme 1, on & !

=1
[——

o #5(0) = o(0) = (0= e)s(e) do = 00) x [ o) e
Ja talz)alo) - 9(0)) co car gnlz) = ¢u(-2)
17, () (0(0) ~ 90081+ g Bn5}o@) - 0003} o
En paasant en veleir shaolite, on a
e 0(0) = 901 S [T, Yn(alo(2) = 9(0)] da 4 fy Vle)lgle) — g0} do
< g ,f_,,xbu(w) ot fiogs e Yol lo() — 9{0)] a2
< Slarctan(u)] Ty + fiops, Pulodla(@) — g(0)] do

Par imparité do arcten, on a :
[t 5 9(0) ~ 9(O)} 5 & [orctom(u)]" D, + Alolloo Sy Bele) di
2 arotann) + 2lgllee fypon () do
&+ 2l glleo 'ﬂﬂbﬂ Drlw)da

A A

1 n 1 1 .
Or -fl:ul:w: e} de = ﬁml:w ;W do = Jrlu|>rm e du &oit 1
. i) de = -—([arctan(u)]“‘"“ + [srchan(u)]42
Ll
1 ) T ,m
= - (aml,a.n(—nn) + 3 + i &mtan(m’;))

= . -2 amban(n:q)

Ainsi, lim {‘ [T W {2) dp = (propraébé de v, commne approximation de Panité}, ce gui permet
de conciuze que lim 4, ¥ g{0) — g{8)] = 0.

Kitape 3 1 montrons que iy, % g0} = ;7? fmlf(t)f%n(t} dt. D'apréa 1e lemimne 1, on 1
U g(0) = fo dolaloln) do = g f; (fydoltle™glu} de) do

Comme g = f*? & LY(R) toub comme gy, on &
% fk ( L |¢n(i)c-¢wtg(m)[dt) dap = %_{R {feldn (£)gla)| 0t) d

o St [ ut6 ) do < o

Proe
Lo thdovéme de Fubini Tonellt nous donne alors :

Yot 0ll) = fg (Jpe™™gln) der) dha(i) db = 5 fg Gltgn(t) dt = o fmlf(tllz%(t di

Ttape 4 1 onva appliquer le théoréme de convergenee monotens pour cnnnlurﬂ. Pour tout £ & I,
on & |F8) o () S [Fe)Pdns1(2), avee lim doft) =1, alora on o :

Jm 5 9(0) = o fIFONR ot
avee lim i 9(0) = (0 D'ob s - IR ot = o) o

Conelusion : pour f € LVR)NLAR), on & done JP(F)]z = | flls, on appliqne alows fs theardme
da prolongemeni des applications uniformément eontinues dont les hypothésss sont vérifides :
¢ L*{R) est un sspace de Banach avee L {R) N.L3 (1) dense dans LA (R),
» P est lndaire continue sur LI(R) N LA{R) done unifortndiment contints awe L' (R} LA(R)
{par continuité ds la bransformation de Fourler f +— Fsur L1(R)) .
* P est isoméirique sur L) N LA(RK),
Ainsl, P se prolonge de mantére unique sur L2(R) en une epplicntion linduire {sométrigue. O

Démonstration, Démonstration du lemme 1

1 /= - 1 - -
.Z_W-[—m dult)e " dt = 2ﬂ__f ehe Yt j' e kemintdt
1

[T LU - S R LS )
29 f € dt+27r“r"°°e ot
g(n ) 1.8 "( +4m)
- 21T[l Lot gl (L+gw)°



[Seand]

[Rudin]

Or, |t = o, Jo 80l < o=k =3 lim eh—%) = i eiE+49) 20, Atngi,
koo o

ifw bu(fle i (L i) g ()
o fo " 2 g8
1 (R +in}+ (L —ia)
I (3 —i2)(} +i)

1 2

or 18

Brlfy g2

1 n»

w1+ (mz)?

Enfiu, le changement de varialle u = ny nous done :

s 1 i

b 11 _
o U G = S T = Fleroten(], = L

Rappel 1. Ls irensformée da Fourier dans LHR) est donnde par
VP e IMR), Fla) = [, Fit)e~i ab

Rappel 2, oisnt (X, d), (X', d) métrigues complets, D C X dense dans X et f 1 D — (X', d)
wniformément continue. 1} existe alore une unique application 7 définde sur X prolongeant f at F
sst alle aussi uniformément continue, De plus, st f est lipsohitvienne de rapport & ou isoméirigue,
il en est de méme pour J.

Rappel 8. dvec les hypothises précddentes, st f(D) est ausst dense dans X' alors son prolon-
gement f est une isoméirie, de envoie isoméiriguement X sur X' tout entier : F{X) = X',

Rappel 4. 5 f € ZY(R), alors  est continue et tend vers O & Pinflni io F @ Cylm), en
particulier, elle eal hornée, De plus, fr— F est linénire (Hnduritd de ! Yntdgrale), avec

1Flso < §fll2 == alle est continue de M) dans Co(R)

Eile est donc unlformément contlnue, ces deus notions étant &cuivalentes dana le cadve des
upplicationa lindaires.

Rappel 6. Soient £,y & LR}, /N_o_r?um F\7 leurs transformides de Fourier respectives el % la ol
du produit de convolution, on 6 f2g=F.§

Rappel 8, 8 f ef g sont dane L3(R), le produit de conuclubion | « g eat définda en tout point
eb alora f 4 g & Co(R) et [|f % glo < [ £ll2gla.

Rappel 7. Soient f,g € LNR). Pour presque tout & € R, U'application g r— {2 - v)g(y) est
intdgrable f ln fonction f» g définie presque partout par

Frgle) = fp flo - vlgy) dy
eat tnbégrable et | « gl < J7 % i1

Références : Faraut : Calou] intégral et Objectif Agregation pour des rappels sur la convolution,

Lagons concerndes :
w Lagon 207

» Lagon 240



THROREME DES LACUNES IV’HADAMARD

Théoréme des lacunes d'Hadamard
ref ¢ 720}

Déltnition: St f{z) = 5 a,2" une série antiére de rayon de convergence 1. Un point du cercle
U est dit vépubier si f admet un prolongement analylique sur un voisinaga de ce point, it est dit
singubier sinon.

P

Le premidre remargue est que fous les points du hord ne peuvent &re réguliers, sinen f L&})
aurait un prolongement analytique sur un disque de rayon 14 € (par compacité du cercle) ef
d'aprés la formule de Caucly, f étant holomorphe admet un développement en série entiére -
S bas™ de tayon 1-+6 . (on utilise ici Tolomorphe implique analytique avee DSE sur le plus s{ {/ ?;atj}’{) ';} «‘:}
grand disque possible), Par unicité du développement, a, = by, est 1a série T an2" est de Tayon
> 1, contradiction,

On donne maintenent une condition suffisante pour que tous les points du bord soient gingu-

liers.

TurorimMa 42.1 (LACUNGS D'HADAMARD) Soit (An)uz1 une stite d'entiers > 0 tels que i"x';l >
o > 1. Soit une série entitre T anz™ de rayon de convergence 1. Alors tous les points du bord
sont singuliera,

PREUVE. ldée : la série entidre est de rayon 1 bien qu'elle soit lacunaire, clasl done que ses
coefoients non muls sont trop pros peur que la fonetion s'étende anglytiquement. On va done
supposer par 'absurde qu'un point est régulior {1) et on va montrer qu'alors le rayon doit &tre
strictement plus grand que 1, contradiction.

S on montre qua 1 est singulier, alors pour tout 6 € U, la série S anet®n M est tonjours
de rayon 1 ear Ja faille des coeflicients n'a pas changd et toujours lacunaire, done 1 est singulier
pour catte sérle, c’est-d-dire e est singuller pour la série initiale 37 anz’r,

Supposons done que f admet un prolongement analytique sur louvert = DU D{L,n). :

Con.lme i;.ﬂﬂ > o > 1, on peut trouver p € N tel que 1’;’,—'1 ﬁa et done p)\wl’?(p + 1))\“.'?72 M ’?@;M»M ny

On introduit alors la fonction

Pr A '
w(z) = s

qui & dewx vertus : elle envole un disque D(0,1 + €) daus £, of W) at p(z)M+ sont des
polyntmes de degrés disjoints.

Eu olfet, si z & D{L}, J”—f%ﬂﬂ < 1 et (1) = L. Done (D) C £ mais comme D est compact,
{1 ouwert et ¢ comtinue, o1 peut trouver € > ¢ tel gque wlb(0,1+e))

La fonction g o ¢ est done holomorphe sur D{(0,1 + €) comme compasée de deux fonctions
holomorphes, Per 1a formule de Cauchy, g o ¢ adwmiet un développement en série entitre centrd

enderayon = 1+e:
gowla) = Sobe n

Zn e T SN '\ . . ’\1‘ {f”*l)’é i
Par unicité du développement en sérle antiére”gi{"‘c&me hﬂ(g,iﬁa %‘n i %‘ﬂ*:%'ﬁ) m«: fﬁ,ﬂ %,;a ) @ gﬂ\f,ﬁ]

3 mh ;iﬂ ?_;ﬂ)ﬁw&f ff s ghakscihha on g lning, goun oatpe Woig)

(p+1)An
2 e gt .
Z ﬂn( i 5 }r\n — z bu2”
n=0 r=0
En prenant z € |1, 1+ €, et en falsalnt tendre N vers V'infini, on abouiit & une contradiction :

: . . ) .
- Le premier membrs diverge grossiérement car |£’ﬁ§i| > 1et la série T anz™ est de rayon

1, .

- T.a socond membre converge car [E 3| < (L+¢) et 1o sbrie T bpo™ est do rayon > 146,

Legons concernées : prolongement de fonction, séries entiéres, fonetions helomorphes.

O






