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Théoréeme de Banach-Steinhaus

Rubén MUNOZ--BERTRAND /

5 octobre 2014

™,

Référence : Haim BREZIS - Analyse fonctionnelle, p.15-17.

[N\ Nejgmaio pronctie. BS dans @réje: T an wifit,

Enoncé : Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (T)ies une
famille d’opérateurs linéaires continus de E dans F, avec I une famille
d’indices quelconque. Si pour tout z appartenant & E, sup ||T;(z)|| < +oo,

el

alors sup |||T;||| < +o0.
iel

Preuve : Nous aurons besoin du lemme de Baire pour prouver ce
théoréme.

Lemme de Baire : Soit X un espace métrique complet, et soit
(X7)nen une suite de fermés de X d’intérieur vide. Alors U X, est d’intérieur

neN
vide.

Démonstration du lemme : Passons au complémentaire : on pose
Y, = “Xp. (Yn)nen est alors une suite d’ouverts denses. Il suffira de
démontrer que leur intersection Y est dense.

Soit ) un ouvert non vide de X. On peut trouver zo € Q et ro > 0 tels
que B(zo,10) C 2.

i3

=3




On construit ensuite une suite (Zn, 7n)nen vérifiant la relation de récurrence
suivante pour tout n € N :

B(mn+1, rn+1) C B(wn, Tn) nY,
0<Tn1 < —2’1

Une telle suite existe puisque pour tout n € N, C B(zp,rs) N Y, est un
ouvert non vide puisque Y;, est dense. '

On en déduit que la suite (Zp)nen est de Cauchy. Comme X est complet,
elle admet une limite {. Par construction, pour 7 et p deux entiers naturels,
on a toujours ZTp4p € B(zy,Ty) ; en passant & la limite, on obtient que pour
tout n € N*, 1 € B(zn,7n) C Yn—1, €t | € B(zo,7m0) C Q. Doncl € Y N
Cela signifie que tout ouvert de X posséde un élément commun avec Y, qui
est donc dense : le lemme est démontré.

Démonstration du théoréme : Pour tout n € N, on va poser
X, ={z € E|Vi € I, ||Ti(z)]| < n} qui est un fermé de E. Comme
U X, = E, qui est d’intérieur non vide, il résulte du lemme de Baire qu’il
neN

(o]
existe un m € N tel que X,,,# 0.

On peut par conséquent trouver un z,, € Xy, et un r > 0 tels que
B(zm,7) C Xm. On a alors :

Vi€ I, Vz € B(0g, 1), ||Ti(zm +r2)|| <m

=S|

1
Donc : Vz € B(0g,1), L)l < ZIIT(en)ll < Z(I1Ti(@m)l +m).

Ce qui prouve le théoreme.




Théoreme de Hahn-Bahach analytique

Rubén MUNOZ--BERTRAND

5 octobre 2014

Référence : Haim BREZIS - Analyse fonctionnelle, p.1-3.

Notation : Si E et F sont deux espaces vectoriels réels, on note F' < FE
pour dire que F est un sous-espace vectoriel de E.

Enoncé : Soit E un espace vectoriel normé sur R+. Soit F un sous-
espace vectoriel de E. Soit f € F’, alors il existe g € E’ tel que g|r = f et

llgllz: = [|£1]p-

Preuve : La preuve de ce théoréme repose sur le lemme de Zorn dont
on rappelle ’énoncé :

Lemme de Zorn : Tout ensemble ordonné, inductif et non vide
possede un élément maximal.

Nous allons donc considérer I’ensemble :

FcDy<E,
h € D},

P= (h"Dh) th = f,
lAllpg, = Il

C’est & dire ’ensemble des applications linéaires h qui prolongent f sur
un sous-espace vectoriel de E contenant F' et qui conservent la norme.



Nous allons munir cet ensemble de ’ordre suivant :

/ Dy, C Dy
(h,Dh) < (h ’Dh’) (=1 { hlth —h

Vérifions & présent que cet ensemble vérifie les hypothéses du lemme de
Zorn. Comme (f, F') € P, I’ensemble n’est pas vide.

11 suffit donc de vérifier que 1’ensemble est inductif : considérons une
partie totalement ordonnée de P, que nous noterons O = ((hi, D)), ;, ou
I est un ensemble d’indices.

i€l

Définissons Dp, = U D; et posons h(z) = h;(z) quand z € D;.
i€l
D), est un sous-espace vectoriel de E car si 1'on considére (z,y) € Dy, et
X € R, alors comme z € D; et y € D; pour un certain couple (i,7) € =
comme on a soit D; C D; soit D; O D; (puisque I’ensemble est totalement
ordonné) on aura bien z + Ay € D; UD; C Dy. Il est de plus clair que
F C Dy,

h est bien définie, car si z € D; N D;, comme on a soit h;|p; = h; soit
hj|p; = hi, la définition de h(z) ne dépend pas du D; > x choisi. 1l est aussi
immédiat que h|p = f.

h définit donc une application de Dy, dans R qui est bien linéaire puisque
de P’argumentation précédente on déduit : h(z + Ay) = h(z) + Ah(y).

Il ne reste enfin qu’a vérifier que ||h||p; = ||f||F, mais cela est immédiat
car : ||h|lp; = sup |h(z)| =sup sup |h(z)| = sup|hi|lp; = ||f]lF-
lellp, =1 i€l |z||p,=1 il

Cela prouve donc que (h,Dp) € P, et par construction (h,Dj) est un
majorant de O ; nous avons donc démontré que P est inductif.

D’apres le lemme de Zorn, P posséde donc un élément maximal (g, Dy).
Si Dy = E, le théoréme est prouvé. Supposons donc qu’il existe z € E\ D,.

On consideére alors D = Dg+ Rxg. Ona F C Dy C Dy < E.

Pour a € R h Dr—=R i est Ticali
our « on pose : ul est une a 1cation
yonp * :1:+ta:0+—>g(m)+taq PP

linéaire vérifiant hy|p = f.
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Nous allons trouver o de telle sorte que ||hallp, = || f||+. Pour cela on
doit avoir pour tout z € Dg et tout t € R: ho(z +tz0) < || f]lF ||z +tzol|Dy-

En fait, si Pon divise les deux termes par |t| (le cas t = 0 étant déja
T
vérifié), et que l'on pose y = 77, OB remarque qu’il suffit de vérifier que

i

pour tout y € Dy :

{ 9() + @ < ||fll|ly + ZollDn
9(y) — e < ||fll|ly — ZollDa

Donc a vérifie :

sup {g(z) — [|fllFllz — ollpa} S @ < yiengg{llfHF'Hy +o|lp, — 9(¥)}

z€Dy
Et un tel a existe puisque pour tout (z,y) € Dg -
() + g(y) = 9(z—0) + 9(y + Z0)
< |\l (1 = Zollps + lly + zol|Dy)

Donc :

V(z,y) € D2, (=) = lIfllrllz — Zollps < I£11£|ly + zollDs — 9(¥)

Le o recherché existe donc bien, on a alors |lhellD;, < ||fl|F. Or comme
par construction ||hal|p; > ||f|7+, on a fabriqué un couple. (hg,Dp) € P
tel que (ho, Dn) = (9, Dg), ce qui contredit la maximalité de (g, Dg), donc
D, = E et le théoreme est prouvé.

O



