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Énoncé : Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (7i)ier une

fa,mille d'opérateurs linéaires continus de .E dans F, avec .[ une fa,mille

d'indices quelconque. Si pour tout c appartenant à .8, sug llZi(r)ll ( *oo,
i€r

,o., ,,Ë? ll14lll < +*.

Preuve : Nous aurons besoin du lemme de Baire pour prouver ce

théorème.

Lemme de Baire : Soit X un espace métrique complet, et soit

(Xr)rere une suite de fermés de X d'intérieur vide. Alors l.,f X," est d'intérieur
rz€N

vide.

Démonstration du len:me : Passons au complémentaire : on pose

Yn : .Xn. (Yr)rrent est alors une suite d'ouverts denses. Il sufrra de

démontrer que leur intersection ÿ est dense.

Soit O un ouvert non vide de X. On peut trouver co € O et ro > 0 tels

que ffioro) c o.

,t_*i

,a9 -



On construit ensuite une suite (rrr, rrr)rren vérifiant la relation de récurrence

suivantepourtoutn€N:

( E@m c B(nn,r,.)nYn

t o . ,,*r.7
Une telle suite existe puisque pour tout n € N, c B(nn,rn) O ÿr, est un

ouvert non vide puisque Y, est dense.

On en déduit que la suite (rrr)rr6s est de Cauchy. Comme X est complet,

elle admet une limite I. Par construction, pour n et p deux entiers naturels,

on a toujours anip e B(æn,ro) ; en passant à la limite, ou obtient que pour

tout n € N*, I eB(in,rn) cYn-1,etl € B(xs,rs) C O. Donc I e YnO'
Cela signifie que tout ouvert de X possède un élément commun avec Y, qui

est donc dense : le lemme est démontré.

Démonstration du théorème :

Xo:{xeE lVi€r, llzi(r)ll <n}
[J n : E, qui est d'intérieur non vide,
n€N 

o

existe un rn € N tel que X** 0.

Pour tout n € N, on va posex

qui est un fermé de .D. Comme

il résulte du lemme de Baire qu'il

On peut par conséquent trouver tn rm e X* et un r ) 0 tels que

B(t*,r) c X*. On a alors :

Vi e I, Yz e B(0a,1), llTi(*,"+ rz)ll ( rn

Donc : vz e B(0,,,r), llzi(r)ll * |tt4t-ltt < |(ttU tr-)ll + *).

Ce qui prouve le théorème.
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Notatlon r §i E et f'soat deux espaces v,ectoriels réels, on r.ate F < E
pour dire que F'est un souÉFe,space vectoriel de .8.

Énoncé : Soit .E un espace vectoriel normé sur R+. Soit F un sous-

espaÆevectoriel deD, Soit/ € F', alors ilexiste g €g telquerl.:/ et

llsll.E, : ll/llr,.

Preuve : La preuve de ce theorèrr€ repose sur le lemme de Zorn dont
on rappelle l'énoncé :

Lerrme de Zorn : Tout'ensemble o,rdonné, iaductif et nou vide
posdède un élément maximal.

Nous allons donc considérer l'ensemble :

,: 
{ 

(h,Dn)

FcDn<8, )
heDth, l
hlr: î, (
llhlloi: lllllr, )

C'est à dire l'ensemble des applications linéairea h qui proloagent J sur
rm solrs-espace vectoriel de .E contenant .F, et qui conservent la norme.



Nous allons munir cet ensemble de l'ordre suivant :

(h, Dn) < (h', Dh,) * {'fF; :^;
Vérifions à présent que cet ensemble vérifie les hypothèses du lemme de

Zorn. Comme (l,F) € P, l'ensemble n'est pas vide.

Il sufrt donc de vérifier que l'ensemble est inductif : considérons une

partie totalement ordonnée de P, que nous noterons O: ((he,Dr))r.r, où

-[ est un ensemble d'indices.

Définissons Dh:UDi et posons h(*) - rhi(r) quand n Ç Di.

D1 est un sous-espace vectoriel de "E car si l'on considère (*,A) e Dl et
À e R, alors comme r e Di et A e D7'pour un certain couple (t,j) e 12,

comme on a soit D; C Di soit D6 : D; (puisque l'ensemble est totalement
ordonné) on aura bien u * Ày e D; U Di C Dn. Il est de plus clair que

FcDn.

h est bien définie, car si r Ç Dtl\D1, comme on a soit hil»i: h3 soit
hjloo : hi, la définition de h(r) ne dépend pas du Di ) t choisi. Il est aussi

immédiat Oue lzlp:1.

h défrnit donc une application de D6 dans IR qui est bien linéaire puisque

de l'argumentation précédente on déduit : h(x * Àg) : h(r) + 
^h(y).

Il ne reste enfin qu'à vérifier que llàllp1 : ll.f llr,, mais cela est irnmédiat
car : llâ112, : sup lâ(r)l : ss, sup" là(c)l - sup llh,llot: ll/llr,'n llrllpr:l i€I llollD :l iel

Cela prouve donc que (h,Dn) € P, et par construction (h,D1) est un
majorant de O ; nous avons donc démontré que P est inductif.

D'après le lemme de Zorr, P possède donc un élément maximal (g,Dù.
Si De : E, le théorème est prouvé. Supposons donc qu'il existe r € -D.. Dr.

On considère alors Dn: Ds * IR.r6. On a .F' C Ds C Dn < E.

Pour a € IR, on pose ho, . ?o-' 1, . . qui est une application
r *trs à g\n) +ta

linéaire vérifiant h"]r : l.



Nous allons trornrer o de telle sorte qrue llt"llpi : !l{l[ Pour cela on

*ri.âîil1;ut e"eor'* t*t t e x-i t.("itâo) < llJllr'l[o*tr6llpu'
.t.,.t- . 1

En fait,, si ltoq ôieiæ les derx tçiiry ear lül (le cas t --0 étant déià

n*rAét, 
","que,i'oa 

p9* g : 
n+r', 

os remâr{nre qr'il sufrt de vérifur'Que,

poru tout Y e Dn ;

Doarc o vérifie

sup {r(o) - ll,llPll, - rollpr,} ( o ( r$,{ll/llPlls 
+ collpn - g(s)}

e,Ç.Ds

Puisque Pour tout (r'Y) e D! :Et un tel o ociste

< ll.fllr,(ll" - rolloo + 
!lu 

+ colla")

v(r, s) e D], o@)- ll/llPllc - 'ollpni('li/llPllv 
* collpr' - e0)

Le o recherehé erdste don" uiàn' on a alors llt'"l[a;, < l[fllr"' or cotame

o*;;il"tio, llr,,llq 2lllllei, on aTabriqué un'corple (h"'D$ e P

i;îr"<il- iol ) tni,'"drl,dË contredit la ma:rimalité'de (s"D')' donc

Ds: E et le théorème est Prouvé'
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