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Antoine Louazel et Zois Moitier

Projection sur un convexe fermé

Théoréme de projection : Soit (H, ,}) un espace de Hilbert (oli 'on note ||-}} la norme associée au
produit scalaire). Si C est une partie convexe fermée de H et si x € H, il existe alors un unique
élément y € C tel que J|x — yl} = d(x, C) = inf {{lx — z[} : z € C}. Cet élément que I'on

note P (x), est appelé projection de x sur C.

Preuve : Posons § == d(x, C). 1l existe une suite (3, ), d’éléments de C telle que liT [lx — y,ll =
mnar4oo
8. On souhaite montrer que (), converge et vu que H est complet, il suffit alors de prouver le
fait que c’est une suite de Cauchy. La norme [|-|| étant issue du produit scalaire, elle vérifie
T'identité du parallélogramme, & savoir que |[x + ¥[|% + {lx — y[I* = 2(}x|I* + [ly||*) pour
tous %,y € H. On a donc pour tousp,q € N :
2 2 2 2
G =) + G =3I + lx =3) = =3I = 2 (b =3 ” + 1 = 54ll°).
c'est-a-dire
2 2 2 2
) ¢ J12x =3 = gl + g =3 ll” =2l =35 1" + = 3]°).
Or, comme C est convexe, (3, + ¥5)/2 € C pour tous p,q € N, donc ”x - y’#‘%“ =dou
encore " 2X =Yy =Yg ||2 = 482, Avec (%), on en déduit
2 2 2

e =oll” < 2 (llx = %l* = 62 + 1 = yll” - 67).
Comme "x — Vp H m &, on voit donc bien que la suite (y,),, est de Cauchy ; elle converge donc
vers un élément y qui appartient bien & € car ce dernier est fermé et [|lx — y|| = lir}} fx =0l =

. n~4co

§ = d{x,C).
I reste & montrer 'unicité de y. Supposons qu'’il existe y et z dans € tels que |lx — y|| = flx — z|| =

§ et définissons une suite (¥,), par ¥, = ¥y si n est pair et y,, = 2 si n est impair. Cette suite
vérifie ||x — y,]| = & pour tout n € N, en particulier ||x — y, | e & et par ce que I'on a fait plus

haut, on déduit que (y,,), converge et donc que y = z. Ceci prouve I'unicité et nous permet de

conclure. u

Proposition (caractérisation) : Avec les notations du théoréme précédent, le point P (x) est
caractérisé par : Vz € C,{z — P (x),x — P¢(x)) < 0.

Preuve : Dans toute cette démonstration, on écrit x, = P (x) afin d’alléger les notations.




Dans un premier temps, on fixe y € C, on suppose que (z — X, X — ¥) < 0 pour tout z € C et on
souhaite montrer que y = X.

Iz —¥) — (x = NI

llz =yl + llx = ylI> = 2(z — 3, x - »)

flz = ylI* + flx — ylf?

llx = yll?

et donc [|z — x[f = ||lx — yl|, pour tout z € C. De plus y € C, donc ||x — y|| = d(x, C). D’aprés le
théoréme précédent, on obtient doncy = x.

vz e llz—x|?

VIV

Dans un second temps, on montre que la propriété est vérifiée pour x.. Pour tout z € C, on a
1z~ xli* = |lx — x¢||* et en développant ||z ~ x| = ||(z — x¢) — (x — x.)|I%, on obtent alors :
() vzel lz—xcllP—2{z—xc,x—xc) = 0.

On veut maintenant se débarrasser du terme |z — x¢|* et on pose pour cela z := tzy + (1 — £)x,
pour zy € Cett € [0; 1] (€ étant convexe, z € ). Appliquons maintenant (+) dce 7 :
tlzg — xel1? — 2642 — xp, x — xc) 2 0
et donc :
thzo — x| = 24z ~ x¢,x — xc) 2 0.
En faisant tendre t vers 0, on obtient alors le fait que {z, — x¢,x = x.} < 0. Ceci étant vrai pour
tout z, € C, la preuve est donc faite.

Référence : X. Gourdon - Les maths en téte / Analyse (2e édition) (pages 407-409)




Antoine Louazel et Zois Moitier

Densité des polyndmes orthogonaux

Théoréme : Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. Si on suppose qu'il existe un

réel o > 0 tel que
fe“]"‘p(x) dx < +oo,
I

alors les polyndmes orthogonaux associés & p forment une base hilbertienne de L2(J, pd2), espace
de Hilbert muni du produit scalaire {, ) défini pour f, g € L*(!, pd2) par

f,9) = ff FgGIPE) dx

Preuve : On commence par noter que tout polyndme appartient a L*(/, pd 1), donc en particulier
les polynémes orthogonaux : Par définition de la fonction poids, x = x™ € L}(I, pdA) pour
toutn € N, donc les carrés de ces fonctions aussi. Le résultat s’en suit par linéarité,

Par définition, les polynémes orthogonaux P, associés & p forment une base orthonormée
pour le produit scalaire (, ). Pour prouver qu’ils forment une base hilbertienne, nous allons
montrer le fait que :

{x — B, (x) 1 n € N} = {0},

ce qui démontrera le résultat (c’est I'une des caractérisations d’une base hilbertienne lorsque la
famille est orthonormée). Etant donné que les X* s'expriment sur les P, et réciproquement, il est
alors équivalent de montrer que {x — x™ : n € N}* = {0}.

Soit alors f € L2(J, pdA) telle que [ x"f(x)p(x)dx = 0 pour tout n € N. On veut prouver
que f = 0 presque partout.

On définit pour cela la fonction ¢ sur R par @(x) = f(x)p(x)1;(x) pour tout x € R. ¥n
effectuant la majoration évidente suivante :

1
IF)pCx) < 51+ 1FGIFp ()

pour tout x € I et en remarquant que p et f2p sont intégrables sur /, on obtient donc le fait
que ¢ € L*(R,d2). On peut donc considérer la transformée de Fourier de ¢ :

p(w) = [’ e p(xydx
pour w € R,

Posons maintenant B, = {z € € : |3(z)| < a/2} et on va montrer que @ se prolonge en
une fonction holomorphe sur B,. Soient g{z,x) == f (x)e# p(x) pourx € I etz € By, et

F(z) = fg(z, xydx.
!




Montrons que F est bien définie et holomorphe sur B,. Pour cela, on vérifie les hypothéses du
théoréme d’holomorphie sous le signe intégral :

- Pourtoutx € I, z — g(z, x) est clairement holomorphe,
- Pourtoutz € By, x v g(z, x} est mesurable comme produit de fonctions mesurables

(4 14
- Pourtoutz € By, |g(z,x)| < efml F(x)|p(x) et x +=— eflxll f(x)|p(x) est une fonction

intégrable sur I qui est indépendante de z. En effet, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
1/2

[ eBireloeo ax < ( Jeow dx)ﬂ2 (Jrorem i) <4a
La fonction F est donc holomorphe sur B, et pour toutn € N et tout z € B,
P0G = [ TERE ptrax = (i)' [are e papCos.
En évaluant en 0, on obtient :
FOO(0) = (=" [ ¥ f(p()dx =0
par hypothése sur f. I

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit que F est nulle sur un
voisinage de 0 et par le théoréme de prolongement analytique, il s’ensuit que F est nulle sur tout le
connexe By. En particulier, F est nulle sur I’axe réel et cela signifie exactement que ¢ = 0.
L'injectivité de la transformée de Fourier nous permet alors de voir que ¢ = 0 dans L' (R, dA) et vu
que p(x) > 0 pour tout x dans l'intérieur de I, on déduit alors que f(x) = 0 pour presque tout
x €1l ]

Référence : V, Beck, J. Malick, G. Peyré — Objectif Agrégation (2e édition) (pages 140-142)




