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Par Erwan Pin

Noyau de Bergman

Théoréme. Soient A le d:que unité (ouvert) de C, et A la mesure de lebesgue
sur A, On pose A%(A) = L (A) N H(A) c’est 'espace de Bergman, que I'on
munit du produit scalaire (f,9) = f5 f(2)g{2)dA( {z). Alors :

1. A%(A) est un espace de Hilbert.
2. (V4 12"}, est une base hilbertienne de AZ(A).

3. Vz € A, Vf € AXA), f(2) = [, flw)K(z,w)d\(w) avec K (z,w) = ?1“"—%5’5’
appelé noyau de Bergman.

Preuwve. 1. Comme sous espace vectoriel de L2(A), (A%(A),(-,-)) est un es-
pace préhilbertien. Il ne reste alors que la complétude & démontrer.

Lemme. Soient K C A un compact, f € A2(A). Alors :

1

Prewve. Soient a € K, r > 0 tel que D(a,r) C A, et p < 7. Par la formule
de Cauchy on a :

R = - " ot eyt
aD( 0

2im ap) 2@ z=atpet® 2
Donc :
2 " 2
r@ = 5 [ sewto= g [ [ stat oo

1

772 fp(a,r)

J(2)dMz)



Noyau de Bergman 2

Pour finir on applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 1/2
1 2 2
V@ < ( L 79 dA(z)) ( Lo dA(z))

1/2
1 200y
< T\/’n’? (L(a,r) f(Z) dA( ))

A

< Sl < )
= dist(a,0A) /P = dist(K,00) /a2
On passe I'inégalité au max, et c’est. fini. I3

On considére une suite (f,)new de Cauchy dans A*(A). On a par lemme :
1
3 > — & — -
VK C Acompact, Ym 2 n, I;é%iflfm (2) — fal2)| < dist(K, 8A)ﬁ”fm Fall2

On obtient que (fn)nen est une suite de cauchy dans H(A) (munit de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de A). Par complé-
tude de IF(A), on a que (f )ney converge uniformément sur tout compact
vers f € H(A). De plus L*(A) est complet, et donc {fy)nen converge
dans L*(A) vers g € L2{A). Alors il existe une sous suite (fy, Jren qui
converge presque partout vers g, et par unicité de la limite on a f =g, ce
qui conclut la preuve de }.

2. On pose ¢y @ 2 3 /252" On a ¢, € A%(A) pour tout n € N, et
(#n)nen st orthonormée car pour n et m entiers, on a :

n+1 _
(¢ms¢n) = f zmz“d)\(z}
T A
1
— n+1 ] /2" T,m+n+lei(m—n)9d1,d9
T r=0J6=0
_jo sim#n
ColEE =1 sim=n

Reste & montrer que la famille est totale. Pour cela, on va montrer que

'Uec':{(ﬁbn)nel\i}l = {0}. Soit f vQCt{(ﬁﬁ:z)neN}l- Alors Vn ¢ N, (f, dn) =
0. De plus f est holomorphe sur A, done développable en série entidre, ot
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+c0
on pose f(z) = Zakz"‘, Yz € A, Alors pour tout n € N :
k=0

+oa
n+1 I
(fidn) = f >Rzt dMz)
T A k=0
ntl fl /2ﬂ +00_ ntk+1 i(n—k)8
= \f‘ air e dbdr
® r=0 J = Z

0 k=0

nt1 = R e
lim Zﬂf r""““""ld?'f g (n=k)0gg
T Rl t=0 r=0 0=0
n + i . - r2n+2
Vg (o )
T
= Yagre =t

Done f =0, et {¢n}nen est totale.

i

3. On a que A?(A) est un Hilbert, on peut donc appliquer le théoréme de
représentation de Riesz 4 la forme linéaire f — f(z), ceci pour tout z €
A {la continuité de ces formes linéaires est une conséquence directe du
lemme} :

Vze A, 3K, € A2(A), Vf € AHA), f{z) = (K., f) = f fIK.dx
A

et on posera K{z,w) = K {w).
La fonction K, élant dans A%(A), et cela pour tout z € A, on a (dans
A?(A)} que pour tout z € A :

+oo Hoo
Vw e A, K(zw) = 3 (K, dn)dn(w) = > (K, dn)n(w)
n=0 n=0

+oo
= Z Pn{2)n(w)
n=0

De plus par le lemme, on sait que la convergence dans A%(A) implique la

convergence dans uniforme sur tout compact de A. Ainsi la série Z D (2}n(w)
n>0

converge uniformément sur tout compact vers K (z,w).

Remargue. Ce résultat est valable en fait quelque soit la base hilbertienne

que Pon cheisit de prendre...



Noyau de Bergman

On obtient finalement :

K{z,w)

il

|
=
4
=
W
g
3

Références.
—~ G. Roos, Analyse et Géométrie, Dunod.
— A. Chambert-Loir et S. Fermigier, Exercices d’analyse 3, Dunod.
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Densité des polyndmes orthogonaux

Avant de commencer :

Définition. 1. Soit 7 un intervalle de R, Une application w : I — R mesu-
rable est appelée fonction poids si elle est strictement positive et vérifie :
¥n e N, [} |o|"w(z)de < +oo.

2. On pose L2(I,w) Pespace des fonctions de carré intégrable pour la mesure
de densité w par rapport 4 la mesure de Lebesgue, avec identification des
fonetions égales presque partout. On le munit du produit scalaire (f, g) ==
[; f(@)g(z)w(x)dz, et cela fait de Iui un espace de Hilbert. De plus il
contient tous les polynémes.

On admettra de plus :

Proposition. Dans L?(1,w), il existe une unique famille de polyndmes unitaires
{(Pn)pen» orthogonaux deux & deux et tels que deg(P,) = n, ¥n € N. Clest Ia
famille des polynémes orthogonaux associée a w.

Et maintenant le théoréme :

Théoréme, Soient I un intervalle de R et w une fonction poids sur . On sup-
pose que : Ja > 0, f;e**lw(z)dz < +oo. Alors la suite (P,),, cy des polynomes
orthogonaux associés & w est une base hilbertienne de L2(I,w).

Preuve. D’aprés la proposition ci-dessus, on sait que (F,),, ¢y est une famille or-
thonormée de L2{T,w). 1l nous suffit donc de montrer qu’elle est totale, c’est &
dive que vect ((Pn), ) est dense dans L#(1,w). Pour ce faire, puisque L?(I, )

est un Hilbert, il suffit de montrer que vect ((Pn)nem)l = {0}.

Par construction de {£,,),, o, on & facilement que veet ((P),cr) = veet ((2")en)
(la fonction x > a™ sera notée abusivement " ...). On prend f € vect((Py),, e )™
(qui sera fix¢ jusqu’a la fin de la preuve). Alors on a: Vn € N, (f,2") = 0.
On pose ¢ = fw : T — R. Par 'inégalité de Cauchy Schwarz on obtient :

I

[r @)Vl Vale)ds

( fr | f(:r)|2w(a:)d:r) v ( /; w(ac)a’:c) Y < o

Donc on a ¢ ¢ '{I), ce qui signific que sa transformée de Fourier d: &
[y f(z)e " w(x)de est bien définie sur tout R.

[ 1o@a

A

La prochaine étape est de démontrer que la fonction ¢ admet un prolonge-
ment holomorphe F sur Pouvert &, = {z € C : |{Im(2)| < §}.
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On pose pour z € (1, : g(z,2) = fz)e ' w(z) , et F{z)} = [} g(z,z)dx. La
fonction I est bien définie sur £, car pour tout z € £, :

Z, = 2Ye! ™M) du x)|e?V*luwiz)d:
f, o(z,2)da f, 1) (2)do < [I (@)l w(w)de

(;S (/I|f(’9)|2w($)d’¢) v (f, ealxlw(:v)d:v) 2 < 400

On a envie ensuite d’appliquer le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale
afin de montrer que I est holomorphe sur C. On g’assure avant que F' vérifie
les hypothéses du théoréme :

- Pour tout z € §},, 2 — g(z,2) est mesurable.

-- Pour {presque) tout = € I, 2 — g(z, x) est holomorphe sur {1,.

- Vz € Qa, |9(z,2)| < |f(@)|e?*w(z), et la fonction en z du membre de

droite est indépendante de 2, ainsi qu’intégrable sur 1.

Donc le théoréme d’holomorphie s’applique, et alors la fonction F est holo-
morphe sur {,. De plus on en déduit les dérivées n-iémes de F :

Vo€ N, ¥z € 0, FO(z) = (i) f o f(z)e " w(a)do
I
ce qui donneen z =10
Yn € N, FM(0) == (i)™ f @ f(zyw(@)de = (~-1)"(f,2") = 0
I

Comme F' est holomorphe sur £1,, on a F développable en série entiére sur un
voisinage de 0, et comme toutes les dérivées n-iémes de I” sont nulles en 0, on
obtient que F est nulle sur ce voisinage. D’aprés le principe de prolongement
analytique, on en déduit que F est identiquement nulle sur 2, tout entier, et
donc ¢ = Flp=0.

Pour finir, sachant que ¢ est intégrable, on en déduit par injectivité de la trans-
formée de Fourier que ¢ = 0 sur J. Comme w > 0 sur I, on obtient f =0sur [, -

et donc vect ((P,])nem)‘L = {0}, ce qui conclut la preuve. O

Exemples

Voici quelques exemples de familles de polyndmes orthogonaux qui vérifient

les hypothéses du théoréme, el done donnent des bases hilbertiennes.

1. Polynomes de Legendre : on prend I = [—1,1] et w(z) = 1. Alors les
polynémes orthogonaux P, associés au poids w sont appelés polyndmes de
Legendre et forment une base hilbertienne de L2 ([—1, 1}, w) = L% ([-1,1]),
d’aprés le théoréme.

2. Polynémes de Hermite : on prend I = R et w(z) = e~ Alors les po-
lynémes orthogonaux P, associés au poids w sont appelés polyndmes de

Hermite et forment une base hilbertienne de L? (R,G—IQ
3. Polyndmes de Laguerre : on prend [ = Ry et w{z) = e™%. Alors les

polynémes orthogonaux P, associés au poids w sont appelés polynomes
de Laguerre et forment une base hilbertienne de L2 (B, e™%).
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De plus o t remarquer que les applications L2(R,w) — L7(R) et
e plus on peut r 3
fes v

LAR) = L3R

( )g (B, w) sont des isométries bijectives, inverses une de l'autre.

9= s

Ainsi, si (Py),.¢ ost une base hilbertienne de L*(IR,w), alors (P, /w),cy est
une base hilbertienne de L2(R). Reprenant par exemple le cas des polynomes de

Hermite P, on obtient que (Pn e/ 2) , est une bhase hilbertienne de L*(R).
nel

Références.
- V. Beck, J.Malick et G.Peyré, Objectif Agrégation, 2éme édition.




