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Lax-Milgram et le probléme de Sturm-Liouville

Mercedes Haiech et Alexandre Eimer

19 octobre 2016

Théoréme de Lax-Milgram
Théoréme 1 (Lax-Milgram). Soit (H,{,-)) un espace de Hilbert réel. Soit
a: HxH — R
=y +— azy)
une forme bilinéaire continue ef coercive, ¢’est-&-dire :
ICeR,Yu,ve H, [o{uw,v)| < Cjull-liv|

5

Sa>0,Yuc H, alu,u)zoa-|=)] -

Soit L une forme lindoive continue sur H. Alors il existe un unigue élément v
dans H tel que pour tout u dans H Uon it -

al(v,u) = L{u}.

De plus, si a est symétrigue, on a la caractérisation suivante grice & Papplication
suzvanie :

$: H — R
%z~ Lalz,z)— Lz}~

Lglément v est alors U'unigue élémeni de H vérifiant U'égulité suivante,
B{v) = mind{u)
{v) = min &{u)

Ftape 1 Montrons qu'il existe une application T : H — H linéaire continue
telle que pour tout couple (z,¥) dans H? Pon ait :

‘I(Iz y) = <T{$)7 -

On remarquera gue pour tout &lément = de H, Papplication y — a{z,y) est une
forme linéaire comtimue. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe
wn woigue vecteur de H noté I'{x) tel que : afz,y) = (Tiz},»). Examinons les
propriétés de z v T'(z) :



» L’applieation x — T'(x) est Hnésire.

{T(z1+22),40 = a{zi+z2,y)
= a{z1,y) + a(s, 1)
Tz}, 5y +{T(z2), ).

Ceci étant vrai pour tout élément y dans H, on en déduit :

T(.’.U]_ =+ Iz} = T(..’B]_) + T{Zz}

« L’application = = T(z} est continuc. En offct, Fon a grice 3 la continuité
de a que :

IT(@)* ={T=,T2) ~ a(, T(z)) < Cljs| |T(=)] .

Ainsi, en distinguant les cas selon gue T(z) soit mul ou non, 'on obtient que :
1T < Cllal-

Etape 2 Nons allons montrer maintenant que Vapplication 7: H — H ost
bijective.

» L’application T H — H est injective. Pour cela, nous allons montrer une
inégalité préalable. Soit z € H alors Yon a :

IT @) el = <T{z), 2> = ale, z) > a ).
Ajinsi, 'on en déduit UVinégalité :
1T = el -

Soit 7 € ker T', I'inégalité précédenie nous permet d’assurer que x = 0.
« L'application T': i — H est surjective. Pour cela, nous allons montrer que
I'tmage de T est dense et fermée.
Meontrons tout d’abord gi’elle est dense : soit y € T{F)*. Alors pour tout =
dans H,on a :
0={Tz,y) =alz,y).
Dopour z =14 - ‘
0=aly,y) > alfy).

Done y = 0 et ainsi par le critére de densiié, on en conclut que T'(H) est dense
dans H.

De plus, lensemble T'(H) est fermé. En effet soit (yn)nen une suite conver-
gente de T'(H). Notons y sa limite et : yp, = T{x,,). Comme (2, )ne est conver-
gente, elle est de Cauchy : soit alors e > 0, il existe N € N tel que pour tout
n, 1 = IV on alt :

&€ > [T(2n) — T(zm)ll 2 ollzn ~ 2ml] -




La derniére égalité s’obienant par Iinégalité montrée dans le paragraphe sur
Vinjectivité. Donc par complétude, (&, )n=r converge -notons x sa Himite- et par
continmité de Vapplication T -

T{zy) T Tz =y.
Ainsi T(H) est fermé. Do :

T(H)y=T{(H)=H.

Tinalement Uapplication T est bijective.

Conclusion Soit L une forme linéaire continne. I¥aprés le théoréme de Riesz,
il existe un unique &lément v € H tel que pour tout x € H Pon ait :

YyeH L(y)={,v)-

Posons alors u = T 1{v), on aura donc que

Ly} = {T{u), w = a{u, v}

Ce qui conchit quant A la premiére partie du théoréme.

Caractérisation variationmelle On remarquera tout d’abord que $(z) — o0
quand el — co puisque :

2(x) = La(z,2) — £z) > 3o ol ~ el
Et alors :
&(z) —2(u)y = @ —af{u,z) + a{tt: %)
_ oz, )  olu,z)  alu,z) - {1, u)

2 2 2
o{z —u,z} elz,u—=z)

I

Z

alz —u, o —u)
2
> Fla—ul’.

Ce qui nous assurers bien gue $(u} est le mintmum de & sur H.

Application au probléme de Sturm-Liouville

Soient I =0,1], pe C*(T),qe C(T) et fe L*(I}, avec ¢ = 0.
On cherche 4 résoudre -

{ —(pu'y’ + qu=f
%(0) = u{l) =0



On suppase de plus qu'il existe o tel que :
pr)=a>0 Vzel

Nous allons chercher les solutions faibles de ce probiéme. Fixons les espaces :
HYI) = {ue L*(I), g € L3(I) tel que : f ug’ = —J g¢ VoeCi{D)}
T I

On rappelic que H(f} est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

{n, vy :j uv+f '’
T I

B (D) = CI(T).
Les solutions faibles seront les solutions de :

jipu'v’ + J; quv = J: fv Vwe HY(D)

{n remarquers alors :

Alors remarquons que

a{u,v) =Lpu’v’+£q1w=J;f?J

définit une forme bilingaire, qui est de plus cocrcive, on offct -
a{u, u} = ofu’|?

Et pulsque d’aprés U'inégalité de Poincaré, sur H3(7) les normes induites par le
produit scalaire de H'(7}) et par |u/{* sont équivalentes sur H{T), Ia forme sera
coercive. De méme, elle sera continue. Ainsi on peut appliquer le théordme de
Lax-Milgram qui nous assurera de existence d’une unique solution dans H2([).




Densité des polyndmes orthogonaux

Mercedes Hajech et Alexandre Himer

19 octohre 2016

Seit T — R un intervalle et soit p: I — R une fonction. La fonction p est
appelée fonction (de) poids si elle vériiie les conditions suivantes :

1. p est mesurable;
2. p esi striclement positive:
3. VneN: {;|lzplelde <.

Théoréme 1. Soit p : I —» R une fonction poids. On suppose de plus gu’il
existe un réel o € BE el que

Lexp(a[:ci)p(w)dx < oo,
alors lo famille (x — ™) e est totale dans LA, p)

Question d’espace Soit n € N un eptier. Comme p est une fonction poids,
on remarquera gue la fonction x — 2™ est dans L7, p). Il en découlera immé-
diatement, que pour tout extiec m € N, la fonction © — =™ est dans LI, p)
puisque la fonction © — z¥™ est dans LI, p).

Transformée de Fourier holomorphe Soit f € L*(7, p). Posons :
Ba={zeC | |Im(2)| < 5}

On définit la transformée de Fourier holomorphe de f comme étant la fone-
tiom : .
f: By — C
r
§ — JRf (#)11(z) exp(—ixg)p(z)dz

1l ’agira de montrer que cette fonction est bien définie et holomerphe sur Bg.
Pour eela, il fandra utiliser le théoréme d’holomorphie sous Pintégrale.
Notons k: B x B, — C la fonction définie par

{z,¢) = fz)1s(z) exp(—izg) ()



A £ fixé, la fonction x — A(z, £) sera mesurable.
A x fixg, la fonction £ — h{z, &) sera holomorphe.
Veérifions la condition de dominaiion.

o

J (=)l exp(|2] - Trn(€))dp

@) ep(GlzDdp

( | if(x)izdp)% (L em(azxndp)% <w

La derniére ligne étant obtenue grice A Vinégalité de Cauchy-Schwarz dans
L3(1, p}, la majoration &tant uniforme en £, on sera donc assuré de Pholomorphie
de f.

L!f{f}lr(m)exp(—izﬁ),o(fc}ldx

A

A

Densité des polynémes Soit f € R[X]* (Uorthogonalité est ici prise au sens
de L{I, p}}. Nous allons montrer gue f=10.

D’aprés ce qui précéde, la transformée de Fourier f est, holomorphe sur B,
donc a fortiori en zéro. Ainsi f est analytique et on Pobtient que :

0 = (=" J;mnf{z:}dp =0

On en déduit par injectivité du développement en série entidre que f = 0.
L'injectivité de la transformée de Fourier sur L'(R, dz) que nous assure alors
que

et donc a fortiori que f = 0.

Par le critére de denstté, on en déduit donc que R[X] est dense dans L2(I, p).
Par le procédé d’orthogonalisation de Gramm-Schmidi, on peut erthogonaliser
la famille (z — &" )nem, ce qui nous donme une base hilbertienne de L7(7, p)

Remarque 1. La démonsiration proposée ici peut, en fait, étre étendue aus
espaces IP avec p € [1,of, modulo les points susvants -
— I fout démontrer que 7 — z™ est dans LP en notant que

™ <1+ [m{E("p}

— 1 faut bien évidemment modifier la définition de B,
— Cauchy-Schwarz est remplacée por Holder : le produit scaloire est un
produit de duglité.
— Le eritére de densité découle ici non pas d’un produit scalaire mais d'un
produit de dualité.
B il va sans dire que sans produit scalaire les polynémes ne peuvent pas Stre
orthogonauz, mais simplement denses.




