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Développement: Lemme de Morse

Référence : Rouviére, exercice 114p354 et 66p209

Lemme 1 (Lemme de Morse)

Soit f : U = R® une fonction de classe C* sur un ouvert U de R” contenant I'origine. On
suppose que Df(0) = 0 et que la forme quadratique associée a la matrice hessienne en 0.
D?f(0), est non dégénérée, de signature (p,n — p). Alors il existe un C*-difféomorphisme ¢
entre deux voisinages de l'origine dans R", de classe Ct, tel que p(0) = 0 et, en posant

u=(z) :
fle)— f(0) = ui+ ..+ - u;2:+1 — =

On a d’abord besoin de la proposition suivante :

Proposition 1

On note E Pespace des matrices réelles de taille n a coeflicients dans R et S le sous-espace des
matrices symétriques. On fixe Ag € S inversible. Soit ¢ : ¥ — S Papplication définie par

(M) =M AM

Alors, il existe un voisinage V de Ay dans S, et une application A == {(A)}) = M de V dans
Vensemble des matrices inversibles, de classe C, telle que,

A = "Pp(A) Agip(A)

pour tout @ € V.,

Démonstration: L'application ¢ est polynomiale donc de classe C'! sur E. Powr H € E, on a en

munissant ' et § d’une norme d’application linéaire :

(I + h) — o(I) = 'HAg + AgH + tH A H
=Y Ao)H + (AoH) + O(IH|P)

Par suite,
D(P(I)H = t(A(]H) + AOH

Le noyau de 'application linéaire Dp(I) : E — § est donc formé des matrices I telles que AgH
soit antisymétriques. Le noyau Dep(1) a méine dimension que I'espace des matrices antisymétriques
de taille n, c’est & dire n(n — 1)/2, la dimension de son image est donc dim{E) — n{n - 1)/2 =
n{n +1)/2 = dim(S). Donc Dy(I) est surjective.

Toute matrice étant de maniére unique somme d’une symétrique et d*une antisymétrique, le sous-
espace I’ de F formé des matrices M telles que ApM € § est un supplémentaire du noyau de



Dp{T) dans E, de plus I appartient & F.

Soit @ : F — S la restriction de ¢ & F. La différentielle D®(I} restriction & F de Dyp(l) est
bijective puisque Ker(Dy(I) N F = {0}. Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage
ouvert U de I dans F' (que I'on peut supposer contenu dans 'ouvert des matrices inversibles) tel
que ¢ soit un difféomorphisme de classe C? de U sur V = ®(U). Ainsi, V est un voisinage ouvert
Ag = ®(1) = ¢(I) dans §, et pour tout 4 € V, il existe une unique matrice inversible M € U

telle que
A="MAM

et M = ¢ 1(A) = ¥(A) est fonction continument différentiable de A. |

Le résultat obtenu est que toute forme quadratique suffisamment voisine d'une forme quadratique
non dégénérée lui est équivalente, c’est & dire se rameéne & celle-ci par changement de base.

On esl maintenant en mesure de démontrer le lemme de Morse.

Démonstration: La formule de Taylor avec reste intégral & Pordre un s'écrit au voisinage de 0

Hz) - £(0) ="2Q(z)z

olt @(x) est la matrice symétrique
1
Olz) = / (1 — )0 (t)dt
0

fonction C! de x. D’aprés la proposition précédente, il existe une matrice inversible M (z), fonction
' de 2 au voisinage de 0 dans R", telle que

Qfz) = ‘M (z)Q(0) M (x)

d’olr

1) - 1(0) = '9Q(O)y avec y = M(a)a
Or, Q(0) = (1/2)D%f(0) est de signature (p,n — p), et il existe donc une changement linéaire de
coordonnées y = Au, oll A est une matrice inversible, tel que

LyQ(0)y = 't AQ(0)Au = uf + .. + uf, —up 1% - -

ce qui donne & f Pexpression voulue.
Enfin, V'application & - w = A~ M (z) a pour différentielle & Porigine A~!A1(0) matrice inversible.
D’aprés le théoréme d’inversion locale, c’est un difféomorphisme de classe C! entre deux voisinages

de Porigine dans R”. u




Théoréme des extremas liés
Gourdon, Analyse, pages 311-314-321

Théoréme :
Soit U un ouvert non vide de R®, p> let f,91,92,---,9 € C*(U,R). On pose

A={s €U/ que)="..= g(a) =0}

Si fi, admet un extremum relatif en @ € A et si les formes linéaires dg1es-++>90p,
sont linéairement indépendantes, alors il existe des réels v, .. ., ap tels que

)
dfa =Y opdgr,
k=1

Notons tout d’abord que p < n. En effet, les p formes linéaires dgy, ..., dgp, sont linéairement indépendantes dans le
dual de R™. Mais espace dual (R”)" est de dimension n. Ainsi, on obtient bien p < n.

ler cas : p=mn.
Le théoréme est alors évident. En effet, les n formes linéaires dgi,,...,d9n, étant linéairement indépendantes, elles

constituent une base de (R™)*. Bref, comme dfs € (R™)*, il existe bien des réels a1, ..., an tels que dfa = 3° axdgk,.
E=1

Remargue : A ce stade, le cas particulier n = 1 a été entiérement, traité {car alors on a a fortiorip=n = 1). On pourra
donc supposer 4 présent n = 2.

Zéme cas: 1 <p<n—1
Tdentifions alors R™ 4 R® x B®, Ainsi, on notera @ = {(a,ap). De plus, tout &ément de R™ sera écrit {2,y) =

(Z1, o3 Bss Y1y o1 Yp)
Tes formes linéaires (dgi,)i=1.., 6tant linéairement indépendantes, elles constitient une famille de rang p dans (R™)*.

Ainsi, la matrice

g O91 g 31
D, (a) B, (a) B, (a) By, (a)
A= . . € Mya(R)
gy 99w\ 9% gy
9. Y B, (a) B (a) B, (a)
est de rang p. De A, on peut, extraire une matrice de GL,{R). Quitte a changer le nom des variables, on peut supposer que
g q
g1 g
——la s —la
9y (a) 69;7( )
: P : € GLP(IR)

g, gy
“Ela) (e
Oy @ B?Jp( )

En d’autres termes, det (Bgi (a)) # 0.
dy; ii=1..p

P
Définissons alors ¢ : Iz] : }2]1 (@, s 9l2))

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe donc un voisinage ouvert 0 de a4, un voisinage ouvert, V' de (as,a,)
et une application ¥ € C(O,R”) tel que pour tout (z,y} € V avec & € O, g(z,y) = 0 si et seulement si y = ().
Finalement, il existe un voisinage ouvert W de o inclus dans V' et un voisinage ouvert {1 de a, inclus dans O tels que

(1)  AnW={(z,4%)) /zecf}
Par ailleurs, s € O et {as, e,) € V. De plus, g{ay,ay) = 0. Alnsi done
(2) ap = th{as)

Définissons alors h f : ff(m, W) Notons que h € CH{O,R).

La restriction de f a A admettant un extremum local e{;}l a € AW, on déduit de (1) et (2) que h admet un extremum
local en a,. Ceci implique alors que pour tout i =1...3, a;(as) = 0. Bref, par définition de k, il vient que
. af AL
() Vi=l..s gz-(a)+ Egg;(a) B (a)=0

=1



Par ailleurs, pour tout z € §2, g(z,¥(z)) = 0. Ainsi,

(4)  Ve=1..pVi=1..s, ag*()+zag’” an ) =0

Introduisons alors la matrice

af af af
gﬁgl() gms() 31“() gyp()
991y o Yoy Y9y .
5| @ (@ 83;3 {a) {a) 6yp( € Myy1.n(K)
g, " 8y, . Ogp ' ag‘
W) - P20 G2 - P2

Les relations (3) et {4) prouvent que les s premiéres colonnes de B s’expriment linéairement en fonction des p derniéres.

Bref, le rang de B est inférieur ou égal &4 p.
Ainsi, les p+ 1 lignes de la matrice B sont liées. Il existe donc des réels non tous nuls f1,..., fp41 tels que

(5) ﬁldgla +...+ ﬂpdgpu + .Bp+1dfa = ()
Comme la famille (dgy, ..., dgp,} est libre, on a nécessairement Fppa # 0.

f r
Pour tout i=1,..p, posons alors o; = — ﬁﬁ’ . Dans ce cas, I'égalité (5) conduit exactement & df, = ), audg,.
p+1 i=1

Application : Pour tous réels =1,... @, positifs, on a Pinégalité arithmético-géométrique :

zy+ ...tz
n

i
(.1?1...32")“ S

R® - R
Définissons f:
issons f (%1, 3 %a) > T1...%n
R* - R
. . T .
Soit s > 0. Considérons Papplication g : (B1,000r8n) > T b b TS
Posons alors K, = {z € (RT)* / g = 0}. De phus, soit U 'ouvert (R¥)" et A l'ensemble {z ¢ U / g(z) =0} C K,.
L’ensemble K, fermé borné de R™, est un espace compact. Par ailleurs, Papplication f est continue sur R” et a fortiori

sur K.
Ainsi, f pesséde un maximum sur K,, maximum atteint par exemple en a € K,. Montrons don¢ que @ € A, afin

d’appliquer le théoréme des extréma liés,
o Sur K \A, f est identiquement nulle. De pius, f(a) > f(£,..., £) > 0. Le point a est donc nécessairement dans A.
Dans ce cas, si @ = {a1,...,ap), pour tout i = 1...7n, a; # 0.
Ainsi done, f|, admet un maximuim en a.
Or f et g sont de classe C! sur U, D’aprés le théoréme précédent, il existe donc a € IR tel que dfa = adg,.
af g

Bref, pour tout i = 1. —(a) = +={a). Le calcul des dérivées partielles montre alonque
6 8:1:‘-
(6) Vi=1...n,i£—cjl)=

Mais f(a) > 0, ainsi f(e) # 0 et donc o # 0. Bref, de (6), on déduit que les (@i )im1.. n sOME tous égaux 4 la constante
J(a)
C ==,

o

. n
Mais a € A, ce qui donne ¥ ¢; — s = 0, soit encore nC — s = 0.
=

5
Finalement, sur X, f atteint son maximum en (%, ey ;;). En d'autres termes,

(7)  Veek, fle)<f (;Sf;i) - (E)

" n

e Soit alors © = (21,...,2,) € U.

e

En appliquant Pinégalité (7) 4 s = Z x; > 0 et x € K, il vient ainsi ( )i Zm,
i=1 %»—-1

n

1
La définition de f donme finalement {x .. .run)% £ - Z i
i=1

Cette inégalité restant valable sur (B*)", Iinégalité arithmético-géométrique est finalement démontrée.



