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Lemme de Morse

Arnaud GIRAND

17 juin 2012

Référence :

- [Rou0d], p. 354-355
Prérequis :

— loi d'inertie de Sylvester;

Lemme 1
Soit Ag € Sa(R) N GL,(R).
Alors il eziste V € Vs my(Ao) et ¢ € C1(V,GLa(R)) tels que :

VAEV, A= '¢(A)Ad(4)
DEMONSTRATION : On considére Papplication suivante :

p: Ma(R) = S, (R)
My *MAM

© est de classe C* {car polynomiale!) et si H € Ma(R} on a (en munissant M, (R) d’une norme
subordonnée f[.[|) :

Sﬂ(In ‘+‘H) - QD(IH} = "'HAU -+ AOH + tHAQH

De fait, on a dp{I)(H) = '(AsH) + ApH. Cette applications est clairement surjective car
VA € 8,(R), A = dip(I,,) (345" A) et ker(dp(T,.)) = {H € Mn(R)[ Aol € Au(R)}. Or Ma(R) = Sa(R)® AL (R)
done si on pose F := {H € M,(R)| AgH € Sa{R)} ona:

M (R) = F @ ker(dip(I4))

Si on note ¢ : F — 8, (R) la restriction de ¢ & F on a ker(di(1,.)) = ker(di(1,))NF = {0} donc
d¥(I,,) est bijective. Par théoréme d’inversion locale on a alors P'existence d'un ouvert i & Vr(l,)
(que Pon peut, quitte & les intersecter, supposer inclus dans Pouvert GL,(R)) tel que ¢ réalise un
Cl-diffeomorphisme entre U et V := 9(i4). De fait, V est un voisinage (ouvert) de Ay = 14(I,)

dans S, (R) et :
VAeV, A=t 1A dgy 1 (A)
Dion le résultat en posant ¢ = 1.

Proposition 1 (Morse)
Soit I C R™ un ouvert contenant 0.
Soit f € C3(U, R).
On suppose que !
- df(0) =0;
- d?£(0) est non dégénérée de signature (p,n — p).
Alors il egiste un C1 ~difféomorphisme @ entre deus voisinages de 0 dans R® tel que :

(i) ¢(0) =0;
(i) pour x dans le premier des deuz voisinages suscités, on a, en posant u = y(z)

F@) - O =4 e -y Ul

1. Qui, je sais.



DEMONSTRATION : Soit x au voisinage de 0. Alors, par formule de Taylor avec reste intégral,
(w} 1(0) = tzQ(z)z, ot Q{z) est la matrice symétrique inversible (car d2f(0) est non dégénérée)

f (1 - t)d? f(tz)dt. Q définit alors une applications C' au voisinages de 0. Par le lemme 1, comme
(0) € Su(R) N GL,(R), il existe alors une matrice M(z) € GL,(R), avec z — M(z) de classe C!
au voisinage de Porigine, telle que :

Qz) = "M(z)Q(0)M(z)
Alnsi, si on pose y := M{z)z on & :
F(z)— 1(0) = 'yQ(0)y
Or Q(0) = %dﬂ F{0) est de signature (p,n — p) donc par loi d'inertie de Sylvester il existe un
changement de base A € GL,(R) tel que, si on pose u ;= A1y

Q(0)y = *u’AQ(0)Au
=+ -, -l

Enfin, comme 2 — u := A~ M(z)x a pow différentielle en origine A"* M (0) € GL.(R), il
réalise par théoréme d'inversion locale un Cl-difféomorphisme entre deux voisinages de I'units,
d’ou le résultat.

Détails supplémentaires :
~ Rappelons P’hilarante formule de Taylor avec reste intégral : si f est de classe C*¥*! sur un

ouvert I de R alors pour tous a,h € U tels que [a,a+h] CU ona?

fla+ k) ﬂr)'l"z dl () h)‘l / t} dk+1f( + th)( h,)l‘-+1dt

Références

[Rou09] Frangois Rouviére. Petit guide du calcul différentiel & l'usage de la licence et de Uagrégation
(3¢ édition). Cassini, 2009.

9, Comme il est d'usage dans le monde enchanté du calcul différentiel, on note (k) le +~uplet (de vecteurs)
{hye oo ).
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Théoréme des extrema liés

Arnaud GIRAND
17 juin 2012

Référence :
- [Goul8), p. 317 et 327

Proposition 1 (Extrema liés)
Soit tf CIR® un ouvert.

Soient g1,...,9, € CH{U,R).

On constdére Uensemble suivant :

Ti={zeUiVie ], gx) =0}

On suppose que :
= fir admet un extremum relotif ena €°;
— la famille (dg;(a))i<igr est libre dans (B™)*.
Alors il existe A1, ..., A € R (appelés multiplicateurs de Legrange) tels que !

r
df(a) =) Audgi(a)
i=1
DEMONSTRATION : On pose s := n —r et on identifie R™ au produit cartésien R* x R”. On utilisera

de fait la notation {z,¥) = (21,...,%s,¥1,--., %) Dour les éléments de R". Posons également
(ev, A} == @ (via V'identification précitée). On rappelie que :

Vh € R, Vi€ ), dast@)() = 3 2@+ 3 2 o
j=1 a;j j:l yJ
Comme la famille {dg;(a))1<i<, est libre, on a donc :
o9 o1, Ou 0
. ) ... 7o, (a) o1 a) ... 30, (a)
rg(M)=r, o0 M := : € Myq(E)

39.: Bgr' agr. Bgr.
ol G AIE (a) B (@) ... 7 o (a)

Comme le rang de M est la taille de sa plus petite matrice sous—matrice carrés inversible, on peut
supposer, quitte 4 renuméroter les variables! que :

dgi )
det | — 0
ot (3311' (a) i e} #

Ce qui peut se reformuler, en posant g := (g1,...,9,) par :
Dyg{e) est inversible

On peut donc appliquer le théoréme des fonetions implicites 4 ¢ au voisinage de ¢ = (o, A), obtenant
de facto Vexistence de deux voisinages ouverts i’ € Vrs(a) et Q@ € Vr(f) et d'une application
@ = (p1,...,0r) : LU > R" de classe C! telle que :

{ g(:c,y) =0
zel &y =) (1)
y el

1. Un peu de foi que diable!



En d'autres termes, les &léments de T' N (4" x §2) sont de la forme (z,¢(z)). En particulier, on a
nécessairement 8 = yo{or). Posons & présent :

h:U 2R
"E’_)f(m:(lo(:”))

Comme h(a) = f(a) et que Yo € &', {5, p(z)) €T, h admet un extremum local en o {car f admet
un extrenmmn local sur T en o). De fait :

Vi€ ], 0= 20) = g 0%)(a) 0h = (b, ) 2 (3,0(6)) (i ¥ = (i)
=Z§T-Z(¢( 31/)_-,( )+Z afl’sw( )

En remarquant que V7 € [3], -?_%’- = d;,;, que Vj € [r], alg—a‘?}ij— = g—?— et que ¢ = ¥(a) on obtient :
s i i

Vi € [3], z a% )+%(a}=0 (@)

De plus, g o4 est nulle swr i’ donc pour tout k € [n] c'est également le cas pour g o, exgo (par
un caloul similaire} :

Vel 0= 2Py = 3 00k D) 4 Hhi) o O

F=1

On se donne la matrice suivante ;

of
3:51() st() ayl(a,) ayr(a)\
0 La) 2@ . o)
81 azb Oy U By,
A= : : : : € Mr-{-l,n(R)
29, o, . O 8,
\Eﬂ) 83:3() 8yl() ayT()

D'aprés les relation { 2 ) et ( 3 ) les s premiéres colonmes de A sont combinaisons lindaires de ses r
dernidres, ergo rg(A) < r. Comme rg{4) = rg(*4), on en déduit que les » + I premiéres lignes de
A sont liges, i.e qu'il existe yq, ..., 1, € R non tous nuls tels que :

prodf (@) + pidgila) =
i=1

Or (dgi(a))ilr est libre donc jig # 0 (ca1 sinon tous les p; devraient 'étre). On obtient alors le

résultat en posant Adg:=l et Vi [r], i : ﬁ‘
i

Datails supplémentaires :
- Comme lu famille (dg;(a))1<i<y est libre dans (R™)*, il ¥ a unicité des multiplicateurs de

Lagrange.

Références

[Goul8] Xavier Gourdon. Analyse (2e édition). Ellipses, 2008,



