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Préparation 3 Pagrégation externe de Mathématiques, ENS Rennes

Théoréme des extremas liés

Théoréme. Soit U un ouvert de R”, f,91, ... : U = R de classe C1.
sot '={z e U|Vie{l,.,r},q(z) =0}. Si f|r admet un extremum re-
latif en a € T et si Dogy, ..., Dogr sont des formes linéaires indépendantes,
alors il eziste M, ..., A, € R tels que :

.
Dof =Y A\iDugi

i=1

Lemme 1. Soient @, 1, ..., 0, des formes linéaires. Alors

T
€ Vect {1, ..., ¢r} < ﬂ Kerp, C Kery

i=1

Démonstration. Le sens direct direct est clair. Pour le sens indirect, on passe
par la dualité :

Ker(p)t C Z Ker{p)™*
=1
On constate alors que Ker(yp;)* est Ia droite vectorielle Vect {@i} (deux
formes linéaires de méme noyau sont colinéaires). Donc finalement :

Vect {¢o} C Z Vect {o;}
i=1

d

Démonstration. (théoréme)
Par hypothése, T' est lisse en a. Soit v € T,T. Il existe alors une courbe
v : {4 -» T telle que v(0) = a et +'{0) = v. On différentie foven0:

Do(f o) = Dy (f)(+'(0)) = Dy f(w)

fir admet un extremum en o done f oy en admet un en 0 donc D, f(v) =

0. Alnsi Daf(v) est nulle sur Tal' = (_; KerD,(g;). On utilise alors le
lemme pour conclure.

]

Corollaire 1. Soit (v1,...,v,) une famille de vecteurs de R™, on a

n
| det('”l) '“:’Uﬂ,)l < H ”UZH
i=1

1 Quentin Chauleur




Préparation & Pagrégation externe de Mathématiques, ENS Rennes

Démonstration. Nous allons maximiser det sur § = {(v1,...,va) | l|us]|° = 1}.
Soit (v1,...,vn) un tel extremum. 11 est clair que {vi,...,v,) doit étre libre
(sinon le déterminant est nul et il ne peut &tre un extremum vu qu'on a des
familles 1 et -1).

Par les extremas liés, il existe Aq, ..., A, t€l que :

n 7
Z det(vh s Ui, i, Ui, ...,’U—n,) = Z 2)\i<'Ui,hi)
i=1 i=1

On pose Vi, 7, H;; = (h1,....hn) = (0,...,,0,v;,0,...,0) avec v; en i-éme
position. En évaluant la formule précédente en h;;, on a
det(v) = 2| |w] |2 = 2X;

done A; = 51522{1&. En évaluant maintenant en h; ; pour i # j :

0= Qz\i (?),;, ’Uj)

Comme X; # 0, on a que (vy, ..., v,) est une base orthonormale.

Donc det(c) = %1, par conséquent le minimum de det sur S est -1 et son
maximum est 1 donc pour toute familie (uy, ..., un) de vecteurs unitaires, on
a o

| det(u, ...,un)| <1

Pour une famille quelconque, si 37 tel que u; = 0 on a automatiquement
le résultat, sinon on a
Ut Un
o Tl =
et on peut alors sortir les normes {|u;|| par n-linéarité du déterminant et
on a le résuitat,
a

Référence.

2 Quentin Chauleur
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Théoréme de Liapounov

Théoréme. Soit le systéme différentiel

{ ¥ = f(y)
y(0) ==

avec f € CHR™), f(0) =0, zcR" et y: R — R™.

St la matrice Dof o toutes ses valeurs propres de partie réelles strictement
négative, Uorigine est un point d'équilibre attractif du systéme différentiel,
ie pour z voisin de 0 la solution y(t) tend exponentiellment vers O lorsque
t -+ too.

Démonstration. On note A = Dyf € M, (R) et Ay, ..., A, ses valeurs propres
dans C. Par lemme des noyaux, Yz € ", on peut écrire £ = 21 + ... + x5
avec z; € E; = Ker({A — AJJd)™). Chague E; est stable par A donc V& > 0

=1
(a4 th

etA:Ei — et/\ieE(Af)\Jd)zi — et)\i (Z ZT
k=0

(A - A,;Id)k) 1

puis par inégalité triangulaire et majoration polynomiale (on prends la
norme |{.[| issue du produit sclaire de R™)

et el < PRI+ )™ Himl| < Cet PP 4 ) ||
avec Cj > 0 et C = max;(C;) > 0. Donc ¥z € C",
k T )
llet )| < 7 lleml| < C(1 + [t (Z etR"’“*)) max(||z:]|)
1]
=1 i=1

On écrit la solution du systéme linéarisé z(t) = et4z. D'aprés les hypo-
theses, da > 0, telque Vi, Re();) < —a, donc

(1 + |t|)nfletRe()\,-}eat —

en particulier cette fonction de ¢ est bornée, d’olt la majoration montrant
gue 0 est un point d’équilibre attractif :

15| < CeH|z|| —» 0 quand & — +oo
On pose _
+00
Hay) = [ (e, ey
0

cqui est une forme bilinéaire symétrique. On pose également g(z) = b(z, x)
pour x € R™ qui est définie positive par continuité de 'application = >
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[let42|| et théoréme d’annulation d’une fonction positive sous le signe inté-
gral. Remarquons de plus que b est bien définie par théoréme de Cauchy-
Scharz et par la propriété ci-haut :

(e, ey)? < fleel] ||eyl| < CPe™ izl |yl

car t — e” 20 est intégrable sur R,.. On sait de plus que la différenticlle

de ¢ en = au point A vaut 2b{z, k). En remarquant que
ez, ea)] = 2{etn, e Ax)

on obtient de plus que

+o0
20(z, Az) = / (e, e Azydt = (e, emm)];w = —{lz|}?
0
On admet 'zxistence d'une solution y = y(¢) au systéme différentiel. On
note de plus ¥’ = f{y) = Ay + r(y). On va chercher & montrer qu’il existe
deux constantes o, § > 0, tel que y < a implique que ¢(y)" < —Bg{y). On
calcule :

a(y)" = Day(y') = 2b(y, 1) = 2b(y, Ay} + 2b(y, (1)) = [yl + 26y, 7 (y))
Par définition de différentielle, r(y) = f(y) — f(0) — D fa(y) = o{y) donc

Ye>0, Ja >0, gly) <« /=> a{r(¥)) < e(y)&

et par suite 2b(y, 7(y)) < Zeg(y).

De plus ¢ et {|.|| sont des normes équivalentes de R™ espace vectoriel
de dimension finie, donc 3C > 0 tel que Cq(y) < ilyli% donc en posant
3 = — 2e > 0 pour e suffisamment petit, on obtient bien

g(y) < —Bqly)

Supposons maintenant que g(z) < . On remarque que Vi > 0, g(y(2))’ <
- Bq(y(t)). En effet, supposons par Pabsurde qu’il existe un temps minimal
ty tel que g(y(t0)) > «, donc ¢(y(to)) = o par continuité, on pourrait alors
appliquer le résultat précédent, donc g{y (%)) < —ﬁq(y(tu)#ie’% par consé-
quent g{y(t}) devrait tre strictement plus grand que « pour ¢ légérement
inférieur a tp, ce qui contredirait sa minimalité.

On peut donc résoudre l'inéguation différentielle ci-dessus pour tout t
pusitif, ce qui nous donne

q(y(t)) < e Pq(z)

donc y(t) tends exponentiellements vers O pour = dans un voisinage de 0, ce

qui achéve la preuve.
O

Référence. "Petit guide de calcul différentiel”. Francois Rouviére. Cassini.
2009,
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