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Théoreme des extremas liés

Camille FRANCINI et Laura Gay

Référence : GOURDON : Analyse p. 317 et 327
Soit U7 un ouvert de R™, et f,g1,...,gr: U — R des fonctions de classe.C. On définit
I'=s{zeUlgx)="=g(z) =0}

Idée : maximiser {ou minimiser} f sur un sous-ensemble de U de la forme de T".

Théoréme (Théoréme des extremas liés de Lagrange)

Si fir admet un extremum relatif en @ € T, et si les formes linéaires Dgy(e), ..., Dgr(a) sont linéairement
indépendantes, alors il existe des réels Ay, , A, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

Df(a) =) AiDgi(a).
i=1

Preuve ;:

1. Soit s = n—r. On peut identifier R™ & R* xR". On écrit donc les éléments de R® comme {z,y) ol & = (T1,-..,%s)

ety ={(yi,..., ).

Posons a = {o, B} e R* x R".

Déja, r £ n car les formes lindaires Dg:(a) forment une famille libre et la dimension de l'espace dual de R™ est n.
De plus, si # = n. ‘¢ thénréne devient dvident car les Dgi{a) forment une base de (B")".

On peut donc supposer yue r < n,les 2 1.

2. Les formes linéaires (Dgiiail, o, ., forment une famille libre, ainsi la matrice :
1gig

35[:1 (a') B-Ts (a) ayl (C[) ayr (fl)
r, \  Oar, . dgr .  dg
Bas {a) B2, (o) B () T (=)

est de rang v ',
On peut donc? en extraire wne sous-matrice r x = inversible. Quitte a changer le nom des variables, on peut

supposer que :
dgi
det (M(a)) #0
By 1€i,.4¢r

Ce qui peut se reformuler, en posant g == {g1,...,9-) par : Dyg(a) est inversibie.

3. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on peut donc trouver un voisinage ouvert U’ de a dans R®, un
voisinage ouvert 0 de a)(ar, §) dans R™ et une fonction de classe ¢ = (p1,...,¢r) : U — R de classe C! tels
que :

(el (z,y) €Qetglz,y) =0) & (y = ¢(z))

En d’auntre termes, sur un voisinage de a, les éléments de I s*écrivent (z, ¢(2)). Comme a € I, on a § = ¢(a)

4. Posons o 1= (1,...,%s) : & € U’ C R® = (z,(x)). Alors ¥(z) € T par le TFI. Posons également, sur U’,
h= foih

1. car r lignes donc au plus r et les Dg;{a) forment une famille indépendantes. Or les Dgy{e) sont une combinaison lindaire des

dérivées partielles. Supposons par Pabsurde que les r lignes soient lides. Avec les deux combinaisons linéaires combinées (ahah) on

arrive & une absurdité.
2. cf Debeaumarché




Comme h{c) = f(a), h admet un extremum local en « {car f admet un extremum local sur I' en a),
Ainsi, pour tout i € [1, 5],

_oh, 6f 22 BTN
a!b-s-t-;u _ Oy . § s s
En remarquant que Vj € [, s]], 6 = & et que Vj € [1,7] = Et comine a = ¢(er), on cbtient :

af( +EB‘PJ f'(a):
J

De plus, ¢ o1 est nulle sur I’ donc pour tout k € [1,+] c’est également le cas pour gx o 1f. Done, par un caleul
similaire & celui du dessus, pour i € {1, 3] :

39& o)+ Z 3% agk -0

Si on considére donc la matrice :

ga:l (CL) e 31:3 (CL) ayl (a) T ayr ((I)

ogq1 og1 g1

A = aml ) aa: ( ) ayl ( ) e 6yr (a)
89r agr 89,- Bgr
Brgy oo Loty By o 2oy

Les s premiers vecteurs colonnes de M s'expriment, d’apres les deux formules aux dérivées partielles ci-dessus,
linéairement en fonction de ses r derniers vecteurs colonnes, donc rg(M) < 7. Ainsi les r + 1 lignes de M forment

1. 1ia. 3
une famille liée.
Ceci entraine Pexistence de réels g, ..., gr non tous nuls tels que :

#oDf{a) +mDgi(e) + - + urDgr(a) =

Commie 1z famili= :1:2,(a)); est libre, uo # 0 donc en posant A; = -ﬁi pour i € f1,7], on obtient
0

r
= Z /\ngf (ﬂ)
i=1

Notes :

v La famille (Dg;(a)) étant libre, les multiplicateurs de Lagrange A; sont uniques.
& Joseph, Comte de LAGRANGE {1736 - 1813) est un mathématicien, mécanicien et astronome italien. Il passa
trente ans dans le Piémont, puis vingt-et-un ans & Berlin, et le restant de ses jours & Paris. Dans une lettre
adressée & Euler (plus grand mathématicien de I"époque), il jette les bases du caleul variationnel. Cet échange
est le début d’une longue correspondance entre les deux hommes. Napoléon Ier lui montra son estime toute
particuligre en le nommant membre du Sénat conservateur avec Monge et Laplace.

3. Plus précisément, ca vient de rg{! M) =rg{M), le rang des vecteurs lignes est égal au rang des vecteurs colonnes de M



Lemme de Morse

Camille FRANGINI et Laura GAY d'aprés Maylis VARVENNE et Caroline ROBET

Référence : ROUVIERE : Petit guide de calcul différentiel p. 354 (exercice 114) et p. 210 (exercice 66)

Lemme (Réduction des formes quadratiques, version différentiable)

Soit Ap € GL,(R)NS,(R} alors it existe un voisinage V de Ag dans S,(R) et p € CY(V, GL,(R)) tels que :

VA€V, A="p(A)Aop(A) -

{i.e. toute forme quadratique suffisarnment voisine d’une forme quadratique non dégénérée lui est équivalente
i.e. se raméne A celle-ci par changement de base)

Preuve :

Idée : appliquer le théoréme d'inversion locale.

Etape 1
L ALET —  Sa(R)
Solte: "Nl tMAM
On munft M. Z: ¢ wme norme matricietle ||-]).
Solt H € Mn(R),

est polynomiale donc C*.

¢(In + H) — p(In) =* (In -+ H)Ao(ln + H) — Ao
= Ap+ AoH +' HAg + HAoH — Ag
=tHAg + AoH + ol || H||)

Or Ag simdtrigue done "HAg =* (ApH). De plus, H — *(AgH) + AoH est linéaire. D’olt
. Dp(L)(H) = Y(AoH) + ApH

Dol H € Kerilh-(1,)} & ApH € Aa(R) (i.e. le noyau est formé des matrices H telles que ApH soit anti-

symétrique).
Dy(1,) n’est done pas bijective ! (probléme sur Pinjectivité), on ne peut pas appliquer le T1L. Idée : 1a restreindre..

Etape 2 : '
On pose F = {H € Mn(R)} | AoH € S:(R)}. On a également vu que Ker(Dp(Ip}) = {H € M,(R) | AgH €

An(R}}.
Alors P2 S, (R) par H Ao H. Bt Ker(Dp(l,)) 2 An(R) par le méme isomorphisme (cf note +). Donc

Mu(R) = Sn(R) ® An(R) = F & Ker(Dp(l))

Soit x : £7 — 5, (R) la restriction de ¢ & F'. Déja, In € F.
Dix(I5) est bijective. En effet, par I’égalité des dimensions 'injectivité suffit :

Ker(Dx (1)} = Ker(Dyp(Iu)) N F = {0} {par la somme directe)

Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de Iy, dans F (que 'on peut supposer contenu
dans Pouvert des matrices inversibles, car det est continue donc on peut trouver un ouvert I/ de I de matrices de
déterminant non nul donc inversibles, on peut alors prendre U nU') tel que y soit un difféomorphisme de classe ¢ de
U sur V = x(U).

Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ao = x(J) dans S, (R) et VA€ V, A =! x"l(A)Agx_l(A) d’ot le résultat

avec p= x! n

AgtA 1
1. On peut exhiber la surjectivité car pour A € Sp(R), Dp{l,) ( 02 ) = §(t/l +A)=A




Théoréme (Lemme de Morse & n variables - =1934)

Soit f: U — R, de classe C3 sur I ouvert de R" tel que 0 € U.
On suppose que Df(0) = 0, que D?f{0) est non dégénérée (donc inversible car c’est une matrice) et que
sign(D*£(0)) = (p,n — p).
Alors il existe @ un C'-difféomorphisme entre deux voisinages de 0 dans R tel que :
* ©(0) =0
o (0) = SO =i = iy = 0w = (@)

Preuve :

On écrit la formule de Taylor & l'ordre 1 avec reste intégral au voisinage de 0.

)~ 10) = DO+ | {(1- ) (0°1t)) (o, 2)et

='a (folu — 1) (D*f(tx)) dt) T

.

= g Q(z) x
D?/(0)
2

€ est de classe ¢*. De plus, @(0) € GLA(R) NSy (R) car {0) =

On peut donc appliquer le Lemme :
1l existe V un voisinage de Q{0) dans R" et p € C}(V, CLA(R)) tel que

YA eV, A="'p(A)Q0)p{A)

4

T — Sa(R)
Ainsi, ¥z € 1o, Q(z) € V, donc

De plus comme est continue, il existe un voisinage ¥, de 0 dans R™ tel que V5 C Q_](V).

Fy

Qlz) =* p(Q(x))Q(0)p(Qz))

On pose M(z) = p(Q(xz)) et on obtlent
Q(z) ="' M(2)Q(0)M ()

D'autre part. d'aprss = théoréme d’inertie de Sylvester appliquée & (X(0) qui est aussi de signature (p, n—p}, 3A € GL,(R)

telle que
Q(o}:'A(‘g’ 0 )A

_In—p

Finalement
(@) = £(0) =' o' M{z) A (*g’ 2 ) AM(z)z
. —in—p
En posant ¢(z) = AM(x)x, on a
1, ¢
fl@)- fo) ="elx){ § _ ()
0 Infp
Et done avec u = @(x), on a bien
* p(0) =0
* f(2) = JO) = ul 4ty — 1 — i ol u = p(3)

11 reste & montrer que ¢ définit un C*-difféomorphisme entre deux voisinages de 0. y est ¢! car M Dest,
Calculons la différentielle & Porigine de ¢ :

(k) ~ p(0) =A™ M(R)h
=A"1 (M(0) + DM0).h+ o |R])) h
car M est différentiable en 0 puisque po ) l'est
=A""M(0)h+ of||R|))
Comme A™'M(0) € GL.(R), Dy(0) est inversible.

D'aprés la théoréme d’inversion locale appliqué & i, il existe deux voisinages de 0 (en fait de 0 et de (0) = 0) tels que
 soit un € L_difféomorphisme entre ces deux voisinages. [ |

Notes :

& Marston MORSE (1892-1977) (& ne pas confondre avec Anthony MORSE, mathématicien également) est
un mathématicien américain, connu surtout pour ses travaux sur le calcul des variations global, un sujet ot il
a introduit la technique de topologie différentielle appelée depuis théorie de Morse.



