4

.
&
= |
N

i 4)0«4}»&9—“““‘ eile &R

01, £ ol €M, 1 It Tioe < i 4 atd it o |

_ £ ddoetV b ..L,JUAAM chmm Jeo - g
i i d, e EMNY)= NOFHU o R0},

D 2:{Gods Joaale) Miah i e il e Koo e fp™ o Mink i do

Yoicors d o cln o - youb.

e | [*,'7}—3(1,7"‘2)"‘5' ~ O Hornploon o
_ 1y o‘«ﬂmﬂﬂ ‘-1’*"

Ko s
%3 ety mb_‘fmm/w{mm e aporvaitl dedlois.
4/2./'%-

_—.-_...%

af'miwwf‘u"‘“‘"

u.ﬁ %L,ﬁf Mch ﬁarr'w'w&a MMM
7'25' (i} Mook e 000q - MQEM o de i,

Ko (L 2t} V&M/JM&» svik U alR™ cotiak o ob Are cubmiog,
--«, U~ RY g UAM= 27 C5]). :
i} (def ) Ve, dok peoik VSR ot A,MM_::_J,!&‘{?
M‘?f-&ﬂ-b‘p R:_@~»IR» ol Py P Aé- P g iR of 4.

de 2 o UNMA g ACO)< oy

,y«en, b P -, »n*wq,« ovoth Vdeird akiak g, o). |
k) ok i, Mo 6 de Voo K72 e g, S MM&
el VN M ek Bl ke G

: % S F:L [ﬁ-., /'J-\}G'Rw"’mtf s D -'?}Lo'rgd\l "‘J'-'""u
7’30. P"‘"‘“L? hy *&,RMP4 &)'
™ $x= >t gy g JEIRT™ 3

| poc e et Ju/lkz"} ,6‘4 Y

L Fzam 125, =0} *‘"“"f“’
Ao dousiin o s, G‘u) e, ﬂi[t.,_, 5 J~3 G a2
- G= f(x,a.fx))/?f]‘ﬂ} J,u.. Oy v-nM;&, e -3 R

A_,_w“__\ 1 de B2 porlson)

017

[Res @il ab 4 B e fackion L Lk,
l\ 1<

T2
<<

xS "-147- ks cpul M LG Ha’emnﬂ-w{' ks oﬂ\{*ﬁ,&.-c yiid "&3#

3)% ‘A -ce Qu—a-’-u' e m-—-vﬂ‘;f DEIR“?
A M e Lime b e se bue -“&'ff'*“")}
g fut f&,i"” xe k]
.f’uﬁd n.-l\ 9‘50&*&" o Kaa,

ot e 7

*ﬂ-/to:':t.—20 i £ U2 4xn_g
',uﬂm‘h’w’,“k w-—a %—3/ 74,('3)

i te: Lo cue Apecrae el oo, Qr-fﬁﬂﬁ..s“ Q 4 04, aq.,,a.f

o [ fopos g

MS g_.u;?u ik figd ko e AR T e mempticki

gk v J5,6 05 RE plhe 9 fI-CEL) <A, cCO)z0 de o)z
fiq- Yoonelive fale s itk X e e vakidly e dinal Ak 1> fock
Am_{r&fuloc‘{& M d

1l 7 Xlagac A,,Lam.u._;»-m.zmtm“,.e,.w e T, M ad Sk
T i e e e nma ol Logil 3 X Mo, |
W. o M ‘r -\‘.7'0 m/‘tﬂ""“"‘*&o‘ﬁ"‘-&m 1 J’-squ,&r(._&(o
DU K i 7 fon Lk de Bk 0 ke cabfonc]
Pers: atwé.-,.t,m.. do DS, ¢, Vipoa bgh & M 0o sk

@) KDy @)+ a

M}%(Dﬂfon-l-a

(‘*}@quc d DG Caq, - od) )t 2

&“"ﬂ-"@ " Gl M 7(-::,7)—-.: ryi-1 07(5 W= (2
4 “Tise K By te,20) = Ve f))
*é @) M- ROt = (=06, £, wsk) ; DAY= (-1, 0}
G }%Caﬂfo}) W((o//
| o= 752 ; vewizo
Perk de 06C/ = [, p), o= OF

Do< Tﬂ,‘t) M= !(32'4- W‘[J - ?‘[:}/ af‘fﬁ}

fiaF]
T35-3¢




2) Yoorkon dine ofec gror Penput Roa sk Avgtd

hepie12: fib Vo de R™) 31, gk €7 difiie o U pe& b Ao | [ #VE]

LLAF1 Sk S e M"{"‘lk“" & IR? J‘(‘\,L/‘d £S féf&-w wtnf,c) oakk, 5 €U , dbig ILJ}&-& son Sep o ehionf "y N
pu | e b TSIy o7 P e Fo
{ .‘.?@va)%("“c} 4-(7—“? ;}'f“r‘/c) + {?'C)%’f (‘7‘;5; =0 Al g Df(“}: k,[}_,‘,_q{s')+-.-\, ){0736.;_ iy i
! . E«L) @’.,,_) -3 - _a‘i{al-g)‘u* Aj-(a 0)n &_} LQ;);,-Q}- %‘fé -Jﬂ}l-whbo‘e bf‘?‘ |
: I ++3'R-.t 3:"" ’ ;41:1{..44!3:«% i dh apra wdAl gacie fe fan
i Yy 0,01 'i-_;fa,a)m Mﬂq el pepe . )
. c . 3_.{.(0 6) wn oL - L Boabass 2. Ko af s de {[\J.-_-!l::{]z om Fngurdig, RGI= 4 onk 4, Roy7
{ e v == o)~ pVe4 | RowiTinack oy o e lio pote Coprton gt do A Inncbin dy . 4\4‘?‘10;?..
ROVY e (e Mince) 3- % N Rocige B ot At que o U~ IRESE DYla) = 0
I ot 00120 o 02{10) b 2o digides o oipulin () ~P)) 0 Atk || OGNS0, 0) , ofne ppuiin. foadih o ECOHG) = (om)
| h? Ol ke Al one ko de 0 des R At gu Tglf 4 =Llgm).
0O @ 6) e BOR G dPe gt IS ‘)?"[‘f% N N
: e’ . -
CLARTLS: o3 of 03w hnd(w”“ & ol apgligan Motor s 363 s o)l Y puamreridhl, ofe Aimadion 1
734 wa 4&1_2&)*0;;(..;,_&: q;;z&h o 7( 1 ﬂ'ﬁ A5, B, ool ,,CTME{(,{ e ;’a-oe‘f:delkafth c2, ¢/ .[Pf]
1 PR IS . . . Y e b g . ; ] - .. 312
P | Arpbiafic; X ﬁ«@’?’-ﬂ«% S eomc o gl boph w0 €5 ek ickdd = lfqgma.;’ﬁjm ‘,_;{;&(ﬂi\}é { b s demirorg, :
AL o Vg Kikyi o o piilin, detoipatic Gptert | Png 2 VAER AR T oerrplb! 2ol Mo f03) o oo
Gls de o Herniy 02863 8 OOfC) 4b o i, ‘owj ilz_:tm 4 AR, PO b gmne mow - el 2 foid oS
Ev\ ~ . ,S “: . ———r 4-—.-.“‘ Ty . A?.‘ .‘ - -
(wwwﬂ,‘e G N .?ve’ eCo® foni) = (7, 7. ..i.,_,h ’?’-*ﬂ _{H?-W@_J-hg,a, o Oa il
N e N R it A |
7102 At e € UM s ]y kil i, facd 2o " ;;""'a-LTp-m o ey dﬁg Pt
| PRI A AL Sk puu DY = O oot [ {208 - o Galbip dede BF AT Pty (o)
o A 4, (M) § Py R f poe o o Fpussha dh
LOAT | Dutpprdibin: o M st diis o GBI0  alus fo Mo 97 g Bo 12 SO ) b o puinlbi dechun ¥, pdogk 305 |1,
| Al o | AT S ot ole o divi A R AT AOY). oG]
j(-\‘, K‘(DT‘("“)) C K’A(D{[’m}) S Ataly V;{f«) -of--b%?dae o E:,:;ML’ “M on e APt A W AR "/'w--,?-..{- h’w R rITF
T.,.'\M, va(ﬂg-'-) l/,’.?; o. L “kk N o, 2 o
B R R el L P el s N (AR
TS 6= 33 =, . A 7 732
o8| VG2 27 ] 3 |Baertt B kb e sisthipe C dnck dow Lo . peicel_fo

o oih, $rhton o (Lo 0)eF (0,24)

M

§ 02 sk oty it e Lfan Al on fEbid) mecal R




g"“""r"‘ WLM/MI:B.MQ-
‘E"’T]-—? R%
F d —-Jf(p./f' o k]

[ 61|k 20: % boguow e Je(T, ) dend Lo o, 4ED _,J-j' Wk,
2325 Buoiba2a. § W4l b 2dipdile ‘,u,, ot dost

ok R Cadei ).
2) P ik, o ebias

&- I“‘mcm’ df. Dt*..wg. - —r&—h}z

| Py 27 Toc om0 K Owq teisaia 1tk wodt Cffincika §7,

Wzs ?@o "h-h“a-nd")‘“? M}\EIG‘BE Wm M,M[

e

7203

roUd
r236

Goak: e i peoiabin sorne 7% S duquens 2k pooca%) Moo na: foub s cte waill e sk, ah e e il e N HaE2]
Sﬂ\(a":mhpmqm' 4"5/“44 ﬁﬁtﬁll’mce--."“ i oy AT
o) 0%t 22  Wfete. 222 Tt S 2o ek o Ao oibteh Chn) o Mﬂ o ook 30. BLALUR b g T iy 22, L e
7335 1r, €1 4e etk bt Aok 5 Aok pock A o L1R).
Ce6d W 3390, f) akise 2-a. M/ NEAED N wF gt L el Py MM&M M'MM s Gl [ﬂ’?) %TM [5Tj
i Kdti‘ Lo 4 L N = FMEM IR, Vi eR, AHELT pulpide " i 6 | T
22 PBnaction e proinili 7«15.,.. Lo urbue : B £ %1
[ ki) = it ?"[H A? II[H" e jla “,&H nalt HJ—H -fnfﬂ&lz < ?2 z&‘} - ot e aV?g
WTE - % 33 Coul poue - gfoiye Mﬁo(; GLALIR) s i s
Bogke: Pon Helly ko (roalt) e onbh)) |, oo CLACR) (Cohe o HnTRY). ( Cokn B Nes, )
() -k Mu?é 5150, (R) o G CR) b des maeaily ™ | LM71
(2 w"”f.l"f,#?&?ai) ot bozl & & I pre-70
‘-La-.(»/ﬂ»w&w &.cmckwd; K(.H.,___ :Mx A eobod wn ol X
M7 L (e o mst) 25 ke ke e %.,.a.fw Bk T ), ﬁrﬂ”’“*’“f‘ﬂ’)
{ ot Goaka  omnds . . PM 37 G b dicrd o of ok o - X = 57, r[GTJ
, T ¥I-T€
/,353‘@-7#0%&‘/% & puf- %MM% ;Mﬁgaw
Henr 6. oo bk ande fore oL Colichose 82, b bgnn
I TCoF wan SNET i (6D % o oL Gl f..u..ap:ﬁm?
An akcly
E:a,_,,k A—ucf%ﬂ Ma?" (S‘ J"—aza..aﬂ’)




. o
— /; [iAFT- Lxﬁzb;_}/ Diksclocb. sue vl Lo £ M, ) e
p — Eg// TAVE]. A'mﬂb’, Cedod W

1 Rogjzw/ﬂjﬂ‘ ?u.w‘ap‘c C&@u[ W

COAY: Bedl, Wbk, P, O apic s,

FH2623. Gl Govnas, Bidiie, At e ogeo b ok g by
ICE6T3: Gopod, Tog TR At o Liggnlin ~ L et by
s | ) Toed, Gl d

I -,-[MTJ:MJWM/uM I Mote doy pome. A LoD

clagoaipm. ’
(,%,—a&,

¢=(2,0)

M{L%jﬁn

€= (2,2)




Lemme de Morse

Références : Rouvitre, Petit guide de calcul différentiel, ex114 p354 + ex66 p209 (lemme)

Soit Ag € GL,(R) A S(R) alors il existe un voisinage V de Ay dans S,(R) et p € C1(V, GL,(R))
tels que : YA e V, A ="p{A)Agp(A) (cid toute forme quadratique suffisamment voisine d’une forme
quadratique non dégénérée Iui est équivalente i.e. se raméne & celle-ci par changement de base)

Démonstration. » Soit ¢ : Mn(ii} : fj\}(‘i}ﬁM , elle est polynomiale donc C!.

On munit M, (R) d*une norme sous multiplicative |.{.
Soit H € My(R), p(In + H) — p(In) = "HAo + AcH + o(|H])) = "(AcH) + Ao + of|H]).
Dot Dp(I,)(H) = H(AeH) + AoH.

On a de plus H € Ker(Dp(I,)) © AgH € A5(R) donc Ker(Dg(1,)) = A7 A,(R). 1. On ne peut donc pas
appliquer le théoréme d'inversion locale.

» On va restreindre  sur un supplémentaire de son noyau et appliquer le théoréme d’inversion.

On a My (R) = A5 Sn(R) @ Ay * Ax(R). On pose done F = A7'S,.(R) et on remarque I, € F.

Soit 1 : F' — S, (R) la restriction de ¢ & F. Dip{1,,) est injective par construction. Elle est méme bijective car
Par le théoréme d'inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de I, dans F tel que 1 soit un difféomorphisme
de classe Ct de U sur V = w(U).

On peut de plus supposer U < GL,(R). En effet, par continuité de det, il existe un voisinage ouvert de f,, dans
GL,{R). On peut alors restreindre notre Cl-difféomorphisme & U n U’ et son image sera (U n U'), il reste
alors un C*-difféo.

Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ao = (1) dans S,(R) et YA e V, A = "9~ {A)Agyy~ 1 (A) d’ot le résultat
avec p=1 . O

Remargue : pour Ag = I, on a Vexistence d'une racine carréde symétrique pour A proche de I;,.
q ] 3 p

Soit f: U — 'R, de classe C* sur U otivert de R" tel que 0 € U.

On suppose que D f H=0(0 est un pomt cr Jthue) que D2f (0) est non dégénéré ée et que e(D2f(0)) =
(pyn —p).

Alors i] existe @ un ct dlffeomorphlsme ent1e deux vo;smage.s de 0 dans R™ tel que go(O) = 0 el
f() f(O)—u1+ ol Uy uﬁouu—go(m)

Démonstration. On écrit la flormule de Taylor & Pordre 1 avec reste intégral au voisinage de (.
1
Flz) — f(0) = Df(0){(z) + j (1 - 6D f(tz)(z, x)dt = '=Q(x)z avec Q(z) = J (1 — §)D* f(tx)dt.
0 0

O est de classe C1. De plus, Q(0) = %Dﬂ £(0) € Sa(R)  GLn(R) car non dégénérée.

On peut done appliquer le lemme : il existe V un voisinage de Q(0) dans Sp(R) et p € C'(V, GLn(R)) tel que
VAeV, A="p(A)Q0)p(A).

Or () est continue, donc il existe un voisinage Vo de 0 dans R™ tel que Vo « @ 1(V). Ainsi, Yz ¢ Vo, Q(z) € V,
donc Q(z) = "p(Q(2))Q(0)p(Q(2)). On pose M(z) = p(Q(x))-

D’autre part, d’aprés le théoréme d’inertie de Sylvester appliquée & (2(0) qui est aussi de signature (p,n —p},
0

34 € QLa(R) telle que Q(0) =t A ({;’ L )A. Finalement f(z)— /(0) =' &' M(z) A (*3’ D) AM(z)e.
n-—g n—p

1. On peut montrer que cette application est aussi surjective.
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En posant ¢{z) = AM(z)z, on a f(x) — f(0) = () (%" 0

p(0) =0et f(x) — f(0) =l + - +u) —upyy -~ un

oI ) w(z). Et donc avec u = p(x), on a bien
n—p

1l reste & montrer que @ définit un C'-difféomorphisme entre deux voisinages de 0.
west C' car M Dest (en effet, p est C' et @ est supposé C' car f est C*).
Calculons la différentielle & Porigine de @ : @(h) — @(0) = AM(h)h = AM (0} -+ o{||R]).
Comme AM({0) € GLp(R), Di(0) est inversible.
D’aprés le théoréme d’inversion locale appliqué 4 ¢, il existe deux voisinages de 0 (en fait de 0 et de (0) = 0)
tels que @ soit un C'-difféomorphisme entre ces deux voisinages. O

Remarque : ¢ (Rouvitre, ex 111) On se domne f de classe C? et @ un tel que D?f(a) soit non dégénérée.
On pose 6(h) = f(a + k) — f(a) ~ Df{a)h, alors par le lemine de Morse, 8(h) = e1ui(h) + e2u2(h) dans un
voisinage de a, avec £1,¢e3 € {+1}.

heR? s fla) + Df(a)h est Péquation paramétrique du plan tangent, donc 8(h) représente la différence entre
F(R) et sa projection verticale sur le plan tangent.

On en déduit que si la signatuve est (2,0), alors &1 = g3 = 1 et [ est au dessus de son plan tangent localement
en a. Au contraire, si ta hessienne est définie négative, f est localement au dessous de son plan tangent.

Si la signature est {1,1), 8(k) = 14(h) - u5(h) et donec f coupe son plan tangent en une courbe (qui n’est pas
une variété) avec un point double définie par u = Fv.

+ Si D? f(a) est dégénérée, on ne peut rien dire sans étudier les termes suivants dans le développement de Taylor.
+ Pour aller plus vite, on note ¥V € V(4) pour dire V voisinage de A.

Adapté du travedl de Laura Gay

2. Clest 1a un lien important entre cdne isotrope et géométrie différentielle.
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Théoreme de Cartan - Von Neumann

Références : Gonnord, Tosel, Thémes d’analyse pour U'agrégation - Caleul différentiel, p 81-84

Tout sous- gloupe fermé de oL, (]R) est une 5OUS: vauete de GL, (R} (donc de .M (IR) car GLH(R) est
une SOUS-Var, :ete de d]mensmn n? de .M (R)) _

Démonstration. Soit & un sous-groupe fermé de GL,,{R). Le but de la preuve est de trouver pour chaque point
g de G un C!-difféomorphisme local ¢ envoyant un voisinage ouvert U de 0 dans M, (R) sur un voisinage ouvert
V de g dans GL,{R) et un sous-espace vectoriel Lo de My (R) tel que o{U nLg) =V nG.

» On peut se restreindre au cas ol g = I,.

En effet, F'application ¢, : MR(R,% : ggn(R)

Si on trouve @ un difféomorphisme de V(0) < M, (R} dans V() < G, alors ¢, o ¢ est un difféomorphisme
entre un voisinage de 0 et un voisinage de g€ G.

est un C*-difféomorphisme (global).

¢ On pose Lg = {M e My(R),Vt e R, '™ € G}. C'est un sous-espace vectoriel de M, (R).
La seule chose non triviale & vérifier est la stabilité par la somme.

L'exponentielle est C*. De plus, D exp(0) = I, est un isomorphisme, done exp induit un ¢*-difféomorphisme
d'un voisinage de (0 sur un voisinage de I,. On appelle log son inverse et on remarque que comme exp(H) =
In + H + o(H) (par la définition de exp par la série), on a nécessairement log([, + H) = H + o(H).}

A+ B 1

Soit k € N*, on a ehe? = I+ ——— ? + o (E . Donc pour k assez grand, on peut utiliser la formule

A A B
d'inversion précédente ef écrive e*e® = exp (L (eT e‘k“))

Il vient (e%e%)h = exp (kL (ef?e"f")) = exp (kL (L, + AIB +o (%))) = exp (k (i:l—_g +o (%))) =

exp(A -+ B) + o(1).

Donc lim e®e*®
: k—o)

Soient maintenant A et B dans Lg, alors Vi € R, ' e

=it

ahs

tA
B A

€ G. On a alors JVlim T e = tlA+B) Op Yk,

144

e¥e's € G et G est fer mé, done ! +8) ¢ G, On en déduit donc que A + B € Lg.

— On pose § un supplémentaire de L dans M,(R), puison pose p qui & X = L+ M ¢ Lo @ § associe
e*eM e GL,(R). v est C%, ©(0) == I, et ¢’ (0) = I,,. On peut appliquer le théoréme d’inversion local.
Il existe U un voisinage ouvert de 0 dans M,(R) tel que y est un C'-difféomorphisme de U sur un voisinage
ouvert de Iy, V = () c GL,(R).
Néanmoins on veut avoir @(U/ n Lg) =V n G. On sait déja que ¢(Lg) € G, donc U n Lg) =V nG. On va
donc montrer que quitte & restreindre U, si ¢(X) € G, alors X € £, ainsi le théoréme sera prouvé!

» Montrons qu'il n’existe pas de suite (Mk)k de S ~ 0 de limite nulle et telle que pour tout k, e™* € G.

Si c’est le cas, on pose la suite g4 = ﬁM i LElle évolue dans la boule unité fermée et dans §, done quitte a
k

extraire une sous suite, on peut supposer qu'elle converge (vers € € S de norme 1). Montrons que € € L. On
aura alors £ € Lo n S = {0}, ce qui est absurde.

M;, t 1
Soit £ € I, on a e'f hmexp (t—) Si on pose —— = Ap + g avec A € Z et |ux| < =, on obtient
p 3] 3] Il <
k bYNY; My 2
exp (¢t = g"Mr gl
p( uMkn) S S

=(e “k)"keG —1

—1)iﬂfi+1

) pour {|M|| < 1,

1. En fait, log est le logarithme matriciel et on peut le définir directement par log{l,, + M) = Z (
i=0

2. exp(u My, ) tend vers I puisque Afy, tend vers 0 et py borné.
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On a done e* = Ei}lcn e M e comme G est fermé, €' e G.

» Conclusion : Supposons que I’on ne peut restreindre U tel que si p(X) e G et X € U, alors X € Lg. Alors
i existe deux suites (M) et (Ly)y de limite nulle telles que pour tout k, My # 0 et (M + Ly) € G
Dans ce cas, e’ = (M + Li)e™* € G done par le point précédent, on a une absurdité.
I existe done un ouvert U contenant 0 tel que (U n L) = o{U) NG et tel que » induise un C!-difféomorphisme
sur U. O

Remarques : o Lo peut étre égal & {0}. En fait, c’est le cas si et seulement si G est discret, done si et
sculement si (7 est une variété de dimension nulle {c’est & dire un ensemble de points isolés).

 L'ensemble L est en fait une sous-algébre pour la multiplication interne du crochet de Lie {(m&me démo que
pour la stabilité par la somme). On P'appelle Palgébre de Lie associée & G.

+ La courbe ¢ — exp{tM} pour M € L est une courbe dans G passant par I,,. Son vecteur tangent en t = ()
est M. Done Lo < T3, G. Or ils ont méme dimengion, done 'espace tangent & I, est I'algébre de Lie.

+» Applications (Mneimné-Testard) : SL,, SO, /0, sont des sous-variétés de R“g, les algébres de Lie correspon-
dantes sont les matrices de trace nulle et les matrices antisymétriques. Les dimensions de ces sous-variétés sont

-1 N
done n® — 1 et m Les comportements de SOy, et O,, sont les mémes car SO, est un ouvert de Q,,.

¢ C'est un développement dangereux... 1 faut connajtre un minimum de théorie de Lie pour le faire.
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