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LEMME DE MORSE

Lemme de Morse

. 6(0-+ 1) =Ro(@() b =t 1h—P(I +o(1))~L =h + o{||8])
ref : Rouvitre
X Done dé{0) = P est inversible et par inversion locede (8 est €13, @ est un €1-diféomorphisme,
THEOREME 10,1 Sait £ : R™ — R de closse C° telle que f(0) =0, 4£(0) = 0 ot d*£(0) soit non Ensuite, dans ces coordennées on a bien :

dépénérde de signature (»,q). Alors il existe 0 un C-difféomorphisme d'un voisinage de 0 tel que A,
-1 2 2 2 2 fotz) = m’( L )ﬁ; ‘
Fod iy mmp) = o] oy — 2pt — o~ Ty g

PrEUVE. Ona 14O, m d"yﬂ) kF{J;PO , H

On applique la formule de Taylor & l’ordre 2 4 f an voisinage da 0, c'est possible car f est de
classe C2,

2) =4 'ﬁ?f (t){m, @)t = e Q)
(k) 4/

ol (N fg e f{tz)dt est une fonetion ¢ {car fest €3 et par dérivasion sous le signa inté-
gral) d'un vmsmage da {1 & valeurs dans S(x, R). On est conduit & studier cles familles paramétrées
de formes quadratiques. On a le lamme suivant :

LEMME 10.2 Soit Sp € 8{n,R) une mairice syméirique inversible, il eviste un voisinage owvert
V de So dans S(n,R) ef ¢ une application C*° de V dans GL{n, R} telle que :

VSV, p(8)8 p(S) =
Prpuve, On définit la fonction ¥ : S(n, R} x M{n,R) -+ 5(n,R) par
B(S, M) =t MSM

On remakrque que ¥ est C°, que (S, I.) = Sp et que Pobjet du lemme est d’studier le
nivean ¥1(Sp) au volsinage de (Sy, I,). On cherche & exprimer M en fonetion de 8, 11 fout done
regarder la dérivée partielle par rapport & M ¢

L{H) = %(sn, I).H =t HSy + 8,H

Lo noyau de cette application lingaire Ad{n, ) — 8(n, 1) est exactement 55! A(n, ). En
effet, H & kerl si et seulement Spf est antisymétrique. On prend alors un supplémentaire
vectoriel du neyan, un choix évident est H = S5 1 8(n, B}, On restreint ¥ au sous-espace 3 (r, R) x
H qui contient (Sp, I,) car Sy est symétrique. (On a pas besoin de translater H,ce gu’on pouvait
g'attendre A devoir faire), Aingi on peut résoudre Vaquation (5, M) = 9 au voisinage de (S, I)
par le théordme des fonctions implicites ! 11 existe une application ¢ de ctasse C*° dMun volsinage
ouvert de Sy dans S(n, R} dans GL(n, R) (quitte & resteeindre) telle que

T(8,¢(8)) =t 0(5)8p(S} = Sy

Revenons 3 Uexpression de f, &t utilisons le lemme avec Sg = Q(0)

:{f(@(%)] e ‘F(ﬂl’%];ﬁg(‘?‘ b‘?ﬁ M'm'@%ﬂjﬁf z;tmw |
1= 2@t 20wl = Tt P Yol )

11 reste & voir que Papplication © «+ 8(x) =H0(Q(w))“1:c est un C!-difféornorphisme
voisinage de 0. On applique cette fois le théoréme d’inversion locale :






