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METHODE DE NEWTON POUR LAPPROXIMATION DES
ZEROS

VLADISLAV TEMPEZ

Théoréme: Méthode de Newton
Soit f : [¢,d] — R une fonction de classe C* telle que f(c) < 0 < f(d) et f'(x) > 0.

f a alors un unique zéro a € [c, d] et la suite z,0; =2 — ff,(‘i ))

est suffisamment proche de a. De plus il existe ¢ € R tel que

COnVeTge VErs ¢ &1 Ig

%541 — al < Clw, — af?
8i f” > 0 on a en plus que tout z9 € |a, d] convient.
Démonstration :

f est continue sur [c, d] et strictement croissante et f(c) < 0 < f(d) done f s’annule
en un unique point a €lc, d[.

Par ailleurs on pose F(z) = 2 — Jf,((”;)) et on a
f{a)
Fla) =a—
= )
" @ - 1)@
/ f'(a)” — f(a) f"{a
Flla)=1- e —1-1=0
De plus, F'(z) —a = x—a—% car fla)=0.
On obtient donc F{z) —a = fla)—f (?,&()“73)’(”) .

Or la formule de Taylor & l'ordre 2 appliquée en z donne

f(@) = fla -tz —0) = fla) + (w— @) (@) + 3z — @ (2)

avec z €|z, al.

On en tire donc

f(z)
2f(z)

Fz) —a= (z—a)* (1)

lf7 (=
27 (=)

|Znri — af < Clay, — af?

En posant C' = maxg .cic.q on a

Pour btel que Cb < 1et [a—b,a+b] C [c,dlonalr—a| <b= |F(x)—a] < CH < b
1



2 YLADISLAYV TEMPEZ

done I =Ja — b, a+b[ est stable par F et si zg € [ on a Clzngr — o] < (Clzn —al)?
et donc par récurrence
(Clzo — al)™)

C

Iz, —a] <

On a donc une convergence quadratique de z, vers a car Clzp —e| < Ch < L.

Si de plus or a f7 > 0, on a par (1} que pour tout z € [¢,d], F(x)—a > 0 et pour
tout z cla, d], Flz) =z — Jf,((z)} < x car f > 0 an deld de a, done [a, d] est stable
par F et si zp € {, (#n)n est décroissante et minorée donc converge vers un. point
fixe de F, c’est & dire a.

On tire aussi de (1) et du caractére C* de f que

Tpy1 — @ ~ f”(a’)
(Tn —a)? e 2f'(a)

(il suffit que f“(a) > 0 pour avoir I'équivalence).




