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Développement: Equation de Bessel

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

15 janvier 2016

Référence : FGNAN4 p.101
Théoréme 1 (Equation de Bessel)

Soit 'équation différentielle suivante (E)  zy" +4y + zy =0 alors

- il existe une unique solution fy de (E) déveioppable en série entiére autour de 0 tel que
£o(0) = 1 et elle est définie sur R par fo(z) = 15 4,,_(111)29:2

- Soit fo définie ci-dessus et f une solution de (E) sur un intervalle |0, af alors (f, fo) est 11b1e

si et seulement si f n’est pas bornée au voisinage de 0

Déja, par le théordme de Cauchy-Lipschitz linéaire, on sait que 'ensemble des solutions sur ]—00,0[
et sur ]0, +oo[ est un espace vectoriel de dimension 2 (0 est un point singulier donc il faut étudier
a la main le raccordement en 0 des solutions)

Etape 1 Déterminons les solutions DSE(0) de (F). Raisonnons par analyse-synthése :
Analyse : soit f une solution DSE(0) de (E) 11 existe une suite de réels (a,)nen et B > 0

tels que pour tout z €] — R, R, f(z) = Soho8 anz™. Par dérivation terme & terme d’une
série entiére on a :

+0co o0
0=zaf"(z)+ f(z) +zf(z) =D (n+ 1)?a412™ + j\: Qn_12".
n=0 n=1

D’aprés unicité du développement en série entigre on obtient
;=0 et VYneN, (n+1)an1 = —am1

On en déduit que, pour tout n € N

{a*2n+1 =0
= (-1)"a — -
20 = (Qn)z(gn_g)'g.,,(g)z = 4(n(n)F)2 ap

Synthése ; La série entidre ap 315 4(7”(5%)3;3:2“ a un rayon de convergence infini.

1

En effet, notons u, = f,,T,l)ga:?” de sorte que

52

Un41 .
1|(11 +1)? o 0-

Un

1



donc pour tout & > 0 la série 3 u, converge par la régle de d'Alembert. Comme
f(0) = ay, il existe une unique solution fo DSE(0} vérifiant fo(0) = 1. Elle est définie

sur R par
(_1)n n

z

folw) = ¢ 4n(nl)?”

+
g

3
il

Etape 2 Soit f une solution de (E) sur 10, 2. Montrons que (f, fo) est libre si et seulement si f
n'est pas bornée au voisinage de 0 .

< fo est continue sur R done bornée au voisinage de 0. Par suite, si (f, f) est lide, f est
aussi bornée au voisinage de 0.

= Supposons maintenant que la famille (£, fo) soit libre. Sur 10,al, (E) est équivalente &
i 1 /
vy ty=0

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire I'ensemble des solutions est un espace
vectoriel de dimension 2 et (f, fo) en est une base. Considérons le Wronskien

f fU ! !
f.r f[.; ff[] fﬂf
Pour tout & €]0,a[ on a, en remplacant J'(x) par —1f(z) — f(z) (et de méme pour

5ol
W(z) = 1@ (@) ~ fole) (@) = ~ W),

Done il existe C' € R tel que pour tout €10,a], W(z) = ¢~ @) = £ et C n'est pas
nul puisque (f, fo) est libre. Supposons que f soit bornée au voisinage de 0. Par ce qui
précéde et compte tenu du fait que lién fo=T1et Ii(z)n fo = 0 (que Pon lit sur expression
de fo) on obtient donc

flay ~ -C

=0

Soit b €]0,a[. La fonction z — —< garde un signe constant sur J0,0] et nest pas
intégrable sur ]0,4]. On en déduit par intégration des relations de comparaison

fla) = ) = [ roa ~ —c [t = —0n(a) - )y

On a done f(z) ~ —Cln(z) puis imf = 4co.
0 0



Développement: Théoréme de Lyapounov

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

15 janvier 2016

Référence : Rouviére, exercice 46p138
Théoréme 1 (Théoréme de Lyapounov)

Soit le systéme différentiel

1)
y(0) ==

avec f : R™ — R de classe C? et f(0) = 0. Si la matrice Df(0) a toutes ses valeurs propres de
partic réelle strictement négative, alors I'origine est un point d’équilibre attractif du systéme.
Plus précisément, pour tout x assez voisin de 0, la solution y(t} tend exponentiellement vers (0
lorsque t tend vers 4-00.

{y’ = f(y)

Posons A = Df{(0).
On a d’abord besoin d'un petit lemme d’algébre linéaire.
Lemme 1

Soient Ay, ..., Ay les valeurs propres distinctes de A. Alors, il existe un polynéme P tel que pour
toust € R et z € R™,

k
leall < P(] ) (Z eme(’\”) I}
j=1

Démonstration: D’aprés le lemme de décomposition des noyaux, pour tout z € C*, on a une dé-
composition unique sous la forme ¥ = z; + ... + 34 avec x; € By = Ker(A — X 1)™ on m; est la
multiplicité de la valeur propre A;.

em%_ _ ei/\jlet(A—)\jI)mj

P
Y ( S Ba- x| e
OSP<mJ- ’

car (A — A;1)Pa; = 0 pour tout p > m;.
Si on munit €* d’une norme quelcongue, on a donc, pour tout ¢ € R et 1 < j < k&, une indgalité



de la forme :

e( A 7
lle ;|| < ) 3™ (A — AP |
0<p<m;

my—1 ‘
€ i tp
< et ¢ | ,,_Zg o sl avee G5 = o (O

< ) oy (4 1 Y e )
< .0 (14 1 £ )| avee C = max G

D’ow, pour z € C?,

k
el < 3 fletay|
=1

k
SCP(It]) ez
g=1

k
<CP(t)) I;é)?gk [l 1 (Z etRe(Aj))

j=1

k
1=

<C.P(t)) ( e”*e("f)) fl]l

1

compte tenu de 'équivalence des normes (on est en dimension finie). Le lemme est ainsi démontzé. W

On peut maintenant passer & la preuve du théoréme de Lyapounov & proprement dite.

Démonstration : Considérons le systéme linéarisé

Z = Az 0

z(0) ==z @)
La solution de ce systéme est

#(t) = etz

D’aprés Phypothese sur les valeurs propres de 4, il existe ¢ > 0 tel que Re();) < —apour tout
1<j <k Etdonc, pour tout 1 < 7 <k,

P(| t )etfe@)e 5 0 quand ¢ — +oo

Donc,
P(| t |)etfes) < Csteete

Et donc d’aprés le lemme que Pon vient de démontrer, pour tout ¢ > 0,
()] < Cste.e™"|=|

Ainsi, z(t) tend exponentiellement vers 0 quand ¢ tend vers +co et Yorigine est done un point
d’équilibre attractif.

On va maintenant essayer de se ramener au systémne non lindarisé.

Pour cela, on considére la forme bilinéaire symétrique définie sur R® par :

+00
Ve,y € R, b(z,y) = fo < eM:I:, eMy > dt



b est bien définie car d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
< oz, ey > < eyl
< Cste.e”* |zl Iyl
qui est intégrable sur R,
De plus, b est clairement bilinéaire et symétrique d’aprés les propriétés du produit scalaire et de
I'intégrale.
Soit ¢ la forme quadratique associée & b. On a :

00
@) = Ways) = [ ealas
0

Done g est positif pour tout z, et ¢ s’annule, si et seulement si, la fonction sous I'intégrale est
nulle, c’est a dire z = 0. Donc, g est définie positive.
Soient z,y ¢ R", t€ R, on a:

g(z + ty) = q(z) + 2tb(z, y) + *¢(y)
d’of};
Dq(z).y = 2b(z,y)
En particulier,
< grad{q(z)), Az > = Da(a).Ac
= 2b(x, Ax)

+oo
= f 2 < ez, e Az > dt
0

d
pr (< ety etz >) =2 < g, ety >

Donc,

dt

T
= lim [llez|?]
T—=+o00 0

= — ol

— +oo g
< grad(g(z)), Az > = f — (< e, et >) dt
0

d’aprés Pétude du systéme linéarisé réalisée précédemment.
Donc,
< grad(g(z)), Az >= 2b(z, Az) = —||z|?

Par ailleurs, f étant C?, on a par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, I'existence et 'unicité d'une
solution maximale y de (1), définie sur un intervalle de la forme (0, af, olt a €]0, 400}

Posons 7(y) = f(y) — Ay.
Ona:

¢(y)' = Dy(y)¥/
= 2b(y,y")
= 2b(y, f ())
= 2b(y, Ay) + 2b(y. »(y))
< —llwli® + 26y, ()



Powr le systéme linéarisé, on aurait simplement g(z)’ = —[[z]|>. 1’idée est que, r étant petit, les
fonction g{y(t)) et ¢(2(t)) auront & peu prés le méme comportement pour ¢ grand (méme si pour
I'instant, on ne sait pas si ¢ peut étre grand ou pas, puisqu’on a montré I'existence de y seulement
sur [0, a[). Pour préciser cela, on va essayer de majorer b(y,r(y)} en utilisant ¢.

g étant une forme quadratique définie positive, /g est une norme. Par 'inégalité de Cauchy-

Schwarz :
| by, 7)) IS /av) x /a(r()) 3)

Par ailleurs, par définition de la différentielle, pour une norme |. [,

Vh, f(O+ h) = £(0) + Df(0).h+ ||hle(k) ot e(h) — 0 quand {|Al| = 0

D'ow,
f(y) — F(0) — Df(0).y = y/a(y)e(y)

Donc, pour tout € > 02, il existe @ > 0 tel que si ¢(y) < a, alors

Var@) < e/aly)

| 2b(y,v(w)) |< 2e¢/a(x)

Or, par équivalence de ||.|| et /7, il existe une constante Cy telle que Cog(y) < livll?. Do,

a(y)' = Iyl + 2b(y,7(v))
< —(Co — 2¢)q(y)

On choisit alors € < %ﬁ et on pose § = Co — 2¢, on a alors montré que
g(y) < a = q(y)' < —Paly)

Supposons g(z) < c. Alors montrons que g(y(t)) < a pour tout t & {0, af.
Par Pabsurde, on suppose que 30 < t < a tel que g(y(t)) > a. On pose tg = inf{t € [0, a], g(y(t)) =
a} (cet ensemble est non vide par le théortme des valeurs intermédiaires, ¢(y(t)) étant continue).

Par continuité de g(y(t}, on a ¢(y(ts)) = a. D'on,
a(y) (to) < —Baly)(to) = —Ba <0

Donc, q(y(t)) > « sur un Jig — €, o], ce qui contredit Ja minimalité de 5. D’ol, ¢(y(%)) < a pour
tout ¢ € [0, ef. En particulier, y reste dans un compact donc ¢ = +o0o. Bt

Do, en injectant dans (3),

V> o,% (aw(®)) < —Balu(®)

or,

& (o) = [putr(©) + 5 @] <0

done, t — ePlq{y(t)) est décroissante sur R, et
Vi > 0,eq(y(t)) < e™aly(0)) = g(x)

done,

vt > 0, q(y(t)) < e Pg(x) — 0 quand ¢ — +o0
Par équivalence des normes ||.|| et /g, 0 est donc un point d’équilibre attractif de (1) et on a donc
montré le théoréme de Lyapounov.

2. Attention & ne pas confondre ¢ la fonction et £ le réel > 0



