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Développement: Equation de Bessel

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

15 janvier 2016

Référence : FGNANZ p. 101
Théoréme 1 {Equatior. de Bessel}

Soit Péquation différentielle suivante (£}  zy” + ¢ + zy =0 alors

- il existe une unique solution fo de {EY déveleppable en série entidre autour de § tel que
Fol0) = 1 ot elle est définie sur R par folz) = 171% é,%f;]—gmg" _
~ Soit fy définie ci-dessus et f une solution de (E) sur un jntervalle |0, af alors (f, fy) est Iibre

sf et senlement gi  n'est pas bornée au voisinage de

Déj4, par le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaive, on sait que ensemble des solutions sur ]—o0, 0]
et sur |0, +oof est un espace vectoriel de dimension 2 (@ est un point singulier done il faut &tudier
4 la main le raccordement en § des solutions)

Etape 1 Déterminons les solutions DSE(C} de (£}). Raisonnons par analyse-synthése :

Analyse : soit f une solution DSE(0} de (E). i existe une suite de réels {a, ey et B > 0

tels que pour sout © &) — B, B[, f{z) = 252 a,5". Par dérivation ferme & terme d*une

série enfidére on a

=00 Hoo
O0=zf{z)+ fz) +2f(2) = > (n+ 163" + 3 ansa™

1 =l |
Diaprés Uunicité du développement en série entitre on obiient
;=0 e YrnelN, (n+ 16,1 =—a.1
COn en déduit gue, pour tont n ¢ N

,f agap1 =10
.H {—1}"a N Gt 815
Gn T G EE  SEle

+ A L — 17 . .
Synthése : La série entidre ag 30% é‘(ﬂ%}z %™ a un rayon de convergenee infini.
—1)"

En effet, notons «, = Wzgﬂ de sorte qus

ey

Uni1} £

= — O
Uy I Li(n + 1) wotoo

i



donc pour tout z > 0 ls série 2 u, converge par la régle de d’Alembert. Commae
F(8) = ag, il existe une unique solution Jo DSE{0) vérifiant f,(0) = 1. Elle est délinic
sur R par

= (_1)11 2n

e =3, Ir{n12®

n={

Etape 2 Soit f une solution de {E) sur 10, a]. Montrens que (£, fo) est libre s et seulement st f
n'est pas boraée au voisinage de 0 .

< fo est continue sur B donc bornée au voisinage de 0. Par suite, si (£, f) est lide, F est
aussi bornée au voisinage de 0.

=> Supposons maintenant que la famille ([, fo) soit libre. Sur 10, af, { £} est équivalente a

Par le théordme de Cauchy-Lipschitz linéaire Pensemble des solutions est un espace
vectoriel de dimension 2 et (f, Jo} en est une base. Considérons Ie Wronskien

, .
3 f fU - pf ot
}%7 = R I “f —
!f{ j{';[ Fdp .fﬁf
Pour teut  €]0, 8] on 2, en remplacant Mz} par -2 fi(z) — flz) (et de méme pour

fo),
W(z) = )i e) — fofe) () = ~2w(o)

Done il existe O ¢ R tel que pour tout & €]0,af, W {z) = C7"C = £ of ¢ nest pas
sl puisque (f, fo} est libre. Supposons que f soit bornée au veisinage de 0. Par ce qui
précede et compte tenu du fait que lién fa=1let Eignf(’} =0 {que P'on Iit sur Pexpression
de fy) on obtient donc

O
iz} B

Soit b €[0,a] La fonction z +— -£ garde un signe constant sar J0, 5] et n’est pas
intégrable sur |0, 5]. On en déduit par intégration des relations de comparaison

Fo)~58) = [ “fi ~ —c I i—dt — ~Clinfz) - 1a(3)

On a dove f(z) e ~C'in{z} puis }%3’1 = +00.

o,
e .




Développement: Théoréme de Lyapounov

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

15 janvier 2016

Héférence : Rouviere, exercice 46p138
Théoréme 1 (Théoréme de Lyapounov)

Soit le systéme différenticl
¥ = fy 0
¥ ==

avec f : R™ -+ R de classe C" et f(0) = 0. 5i la mairice Df{0} a toutes ses valeurs propres de
partie réelle strictement négative, alors Forigine est un point d*8quilibre attractif du systéme.
Plus précisément, pour tout & assez voisin de 0, la solution y{1) tend exponentiellement vers 0
lorsque t tend vers 400,

Posons A = DF(0}.
On a d'abord besoin d'un petit lenmme d’algdbre linéaire.
Lemme 1

Soient Ay, ..., Ay les valeurs propres distinctes de A. Alors, il existe un polyndme P tel que pour
toust € K et z ¢ B,

£
leal < A{1e 1) (Z Re("j’} llzl

Démonstration: D’aprés le lemme de décomposition des noyaux, pour tout ¢ € , on A une dé-

composition unigue sous la forme & = 2, + ... + 7 avec z; € By = Ker(d -~ )y ;‘) 7 ol nry est la
multiplicité de la valeur propre A;.

ey, = T gHANT)

— B Ay A
e (QZ ao( AL ):c“,jr

<p<my C

;

car (A — 3;1)7z; = 0 pour tout p > my.
Si on mumit € d’une norme quelcongue, on a done, pour sout t e Ret 1 < 4 <k, une inégalits

-y



de la forme

el < o™ S0 DA - yrpy e

O=p<mj
.\ myi—i ﬁ’
R ; £
S0 1 3 il ave G = max (4~ AT
p=0 7

< D 0y (14 | # 5y
< 09 G (14 {1 " ey} avec € = max G

Dot pouwr z € T7,

e < i fle*

i=1
*
<CP( Yy e M ey
i=1
ifelAs} 1
SCOP3GED rg}agx (:é;e )

&
Z tRelis) ! Hes]
F=1

/"““‘*

compte tena de Péquivalence des normes {on est en dimension finte]. Le lemnme est ainsi démontré. M

On peut maintenant passer 3 la preuve du théordme de Lyapoumnov 4 proprement dite.

Démonstration: Considérons le systéme linéarisé

Z = Az 0

z{0) ==z @
Fa solution de ce systdme est

#(1) = ¢

D’eprés I'hypothése sur les valeurs propres de A4, il existe a > 0 tel que Bel();) < —apour tout
1<7 <k Btdone, pour tout 1 <5 <&,

P{l ¢ Het)e® 0 quand ¢ - +oo

Done,
Pyt hetfelhd) < Osteemia

Et done d’apris le lerme que Yon vient de démontyer, pour tout £ > §,
=(t}ff < Ostee |l

Ainsi, 2{2) tend exponentisllement vers § quand ¢ tend vers oo et Porigine est done un point

d’équilibra atfractif.
On va maintenant essayer de se ramener au systéme non Hndarisé.
Pour cela, on considére la forme bilinéaire symétrique définie sur R™ par

+oo
Yo,y € R, bz, y) = f < ez, ety > dt
i



5 est bien définie car d'aprés Pinégalité de Cauchy-Schwarz,
< ea, ety > < el yf
< Ustee ™ |zl
qui est intégrable sur B,
De plus, b est clairement bilindaire et syméirique d’aprés les propriftés du produit scalairve of de
Pintégrale.
Soit ¢ la forme guadratique associée 4 5. On g :

glz) = bz, x} = fi - flettulids

Done g est positif pour tout z, eb g s'anntle, si ef sewlement si, la fonction sous Vintégrale est
mle, cest 4 dire z = §. Done, g st définie positive.
Soiemt z,y =R, t R, ona:

gz + ty) = gz} + 2b(z, ¥} + Pa(y)

d’oty,
Defz)y = 2(z, )

En particulier,

< grad(g(z)), Az > = Dg(z). Az
= 2b{x, Az)

400
= f 2« em&:,emA:c > df
40

% (( ethy, ety >) =3 < g, My >
Done,
—3 4o d
<gralig(@), dw>= [ = (< cto )

= lim_[feaf?]

= —[l=lf?

F’aprés Pétude du systdme lintarisé réalisée précédemment.
Done,
< grad{g{z)), Av >= (e, Az} = —{jz}’
Par afllewrs, f étant O, on a par le théordme de Cauchy-Lipschitz, Pexistence ef Punicité d*une
solution maximale y de (1}, définie sur un intervalle de la forme [0, af, ot a €]0, +00].
Posons r{y} = f{y) — Ay.
Ona:
g{y) = Dely)y/

= 2b(y, %)

= 2b(y, f )}

= 2b(g, Ay} + 2b{z. v (7))

< — il + 260y, r(33)



Pour le systéme linéarisé, on surait simplement ¢{2) = —fizf%. L'idée est que, r ¢tant petit, les
fonction g{z(t)} et ¢{z{f)) aurcnt & peu prés le méme comportement pour £ grand {mdme si pour
Uinstant, on ne sait pas si { peut &tre grand ou pas, puisqu’on a montré Pexistence de y seulement
sur {0, af}. Pour préciser cela, on va essayer de majorer b{y, »{y}} en utilisant ¢.

g étant une forme quadratique définie positive, /g est une norme. Par inégalité de Cauchy-

Schwarz :
[ o(y, ()} IS faly) x \/ 2{r{y)} (3)
Par ailleurs, par définition de la différentielle, pour une norme |||},
Vi, f{O+ h} = F{0) + DFOLA + [Alle(h) o elh) — 0 quand ]s’zi

oy,
—
Fol — 70 - DFOy = /alylely)

Done, pour tout & 2> G2, il existe o > 0 el que si ¢{y) < &, alors

Vair()) < eyfaly)

Dol en injectant dans (3),
1 26(z, m(y)) [< 264/ aly)

Or, par équivalence de ||.ff et /7, i existe une constante Cp telle gque Cagly) < [yl Dol

g(y) = ~[lll® + 26, 7())
< ~{Cs — 2eigly}

Cnx cholsit alors £ < %i at on pose B = ) — ¢, on a alors montré que
oy} < e = gy < —Ba(y)

Supposens gz} < a. Alors montrons que g{y{i)) < o pour tont ¢ € [0, af.
Par Vabsurde, on suppose que 30 <7 < a tel que ¢{y(?)] > @ On pose 3 = inf{ € [0, af, ¢(y(¥)) =
a} (cet ensemble est non vide par le théordme des valeurs intermédiaives, q{z(t)) étant continue).

Par continuité de g{y(i}, on a ¢{y(fp)) = o Dot
gly) (te) <= —Belyi(te) = ~Ba < U

Done, g(y(t]) > @ sur un Ko — &, 4], ce qui contredit la minimalité de & D’ed, g{y(£)} < o pour
tout ¢ € [0, al. En particulier, y reste dans un compact donc ¢ = +co. Bt

iz 0, (ﬂ{y () < —BelvE)}

or,

& (Patu()) = [patue) + 5 G| <o

done, © > ePg{y(t)) est décroissants sur RY, et

Vo2 ;e tye)) < Palylol) = afe)

domne,
vt > 6, a{y(z)) < e Flglz) — 0 quand ¢ — +oo0

Par égnivalence des normes |[.}] et /G, 0 est done un point d*équilibre attractif de (1) et on a donc

montré le théordme de Lyapounov. -1

2. Attention 4 ne pas confondre ¢ la fonetion ef £ e réel > §




