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Développement : Principe du maximum faible .—D\/ i P@

Joackim Bernier
Référence : Michel Willem, Analyse fonctionnelle &lémentaire p82. {pour les idées du lemme)

Théoréme : principe du mazimum faible Solent () un ouvert borné de RN, u € H§(R) et p € L2(f2) tels que
~Au=p,

Sip>0alorsuz0.
lemme : Si v ¢ H}(Q) alors [u] € H}H(D) et V|u| = sg(u)Vu. Ou 59(0) = 0 et si x # 0 z.59(z) = |a].
Etape 1 : soit e > 0 et f(z) = V22 + & — e € C(R) alors foue HY(Q) et Vfiou= f ouVu.
Soit ¢, € D(N) telle que é, — u dans H'. Alors ¢, — u dans H}. Donc, par le corollaire de Riesz-Fischer,
quitte & extraire, il existe g € L? telle que :
{ @n —> U PP,

Il < g

On va vouloir approcher f ou par fo ¢y, ce qui est légitime, car, puisque f o ¢, € C*(§2) et que f(0) =+ 0 alors
fodu € D(Q)

Vérifions d’abord que f o ¢, tend vers f ou dans L2
En effet, par I'inégalité triangulaire, 0 < f{z) < jo] donc 0 < fo ¢y, < |dnl < g € L?, Pantre part f est continue
done f o ¢, —+ f ou pp, ainsi le théoréme de convergence dominée permet de conclure.

On passe ensuite 4 la limite pour le gradient. Par calcul de dérivées composées on a

fl@) = —;,ﬁ et V0 ¢n =10 ¢uVn.

Or d’une part f' est continue donc f' o ¢, — f ou pp. D’autre part |f'| <1 done par le théoréme de convergence

dominée :
(f’ o by, f' o U)V'ﬂ- — 0 dans L2,

On a aussi supposé que Vqﬁn — Vu done, f’ étant bornée, :

f' 0 dn(Vu— V) = 0 dans L2,

En sommant les deux convergence on a bien montrer que

Vfody = f ouVu dans L7,

On a done aussi Vf ou = f o uVu par continuité de la dérivation au sens des distributions.

On vient done de montrer d'une part que f ou € H! et qu'autre part que f o u est linite dans H' de fonetions
test. Done fou e H) ().

Etape 2 : Passer 4 la limite en ¢.

Notons maintenant f. la fonction précédente, Alors 0 < foou S uet fo ou - |1| partout. Donc par le théoréme

de convergence dominée f o u —» |u| dans L%
De méme |f! ou| < 1 et [f] ou| — sg(u) partout donc la encore par le théoréme de convergence dominée Vf ou —

sg(v)Vu dans L2,
On a done aussi V]u| = sg{u)Vu par continuité de la dérivation au sens des distributions.

L4 encore on a montré que |u| € H' et que |u| est limite de fonction de Hy, qui est fermé, donc |u| € Hj.
fin lemme .



On peut alors montrer le théoréme. En posant u™ = 1(|u| ~ u), la partie négative de v, alors par application du

lemme :
u~ € Hy(f2) et Vo~ = —1,Vu.

Mais alors, on peut évaluer la formulation variationnelle en 4. Il vient alors :

—/ |V‘u—§2= —] |vu|21u<0:[pu_
11 ¥ £

Or par hypothése p > 0 donc pu~ > 0. Les deux membres de V'égalité étant de signes opposés, ils sont nuls, Donc

f}vm?: 0.
£

Or, d’aprés l'inégalité de Poincaré, il s’agit d’une norme sur H}. Done u~ est nulle. Clest & dive : u > 0.




Développement : Equation de la chaleur dans un barre :D Vi P@
Joackim Bernier
Reéférence : Zuily Queftélec, Analyse pour Uagrégation , page 108,
Théoréme : Soient L > 0, Q@ =|0, +oofx]0, L], h € C}([0, L)) telle que h(0) = h({L) = 0.
Alors, 3lu € C9(Q) N C*HQ) vérifiant :

i) u — B2u =90,

i) vt, u(t,0) = ut, L),

1) Yz, u(0,z) = hiz).

Une telle solution vérifie alors u € C*{(Q).

Démonstration : On s’assure d’abord de 'unicité.

lemme : (principe du maximum)
Si u € C%Q) NCHQ), vérific 32u — yu > 0 sur Q alors VT > 0 en posant K = [0,T) x [0, L]

SUp% = Sup u.
K KnaQ

dem lemme : Posons u, = u + ex?. Alors u, est continue sur K qui est compact, donc

Ime = (te,we) € K, 1 fme) = max u.

Par 'absurde si m, ¢ I N 8¢ alors
0 <z <L,
0<t. T

m. ébant un maximum, on obtient classiquenent en considérant les taux d’accroissement :

Opue(me) = 0 et 82u.(m,) <0,
B fm,) > 0.

Done &2u.(m.) — Dt (m.) < 0.
Or 82u, — Byu = O%u — yu + 2¢ > 2¢. Contradiction : m € K N9Q.
Finalement :

supu < sup ., = SuUp U. < sup u-+ el — sup .
K K KndQ KNag =0 xnog

fin lemme
Il ¥ a donc au plus une solution au probléme car la différence de deux solutions est nulle sur K NaQ.

On souhaite alors construire une solution, on commence pour cela par chercher des solutions de 1) et i4) sous la
forme f(x)g(f). Une disjonction de cas conduit & trouver des solutions de la forme :

(L, z) = sm(ﬂL Je ~E gpecn € Z.

L’équation de la chaleur &tant linéaire, une combinaison linéaire de solutions est une solution. On est donc amené

& chercher u sous la forme :
ult, x) = Z bpun (8, z).

nez

On aurait alors (formellement) :

b(z) = u(0,z) = Zb,;szn(w)

ne

On reconnait une sorte de développement en série de Fowrier.
Reste 4 rendre ce raisomiement rigoureux.



Prolongeons b sur [~ L, 0] par imparité :
b(—2) = ~b(z).

Done puisque b(0) = 0 alors b € C*([—L, L]). Mais b(—L) = b(L) = 0, on peut donc prolonger b par 21, périodicité
4 R en une fonction continue et C! par morceaux, Elle admet done une série de Fourier normalement convergente :

b, € 1MZ), b Zb sin(—

nel

On posc donc

uft,x) = anu"(t, z).

neZ
Remarquons tout d'abord que puisque u, est continue et |u,| < 1 alors la série est absolument convergente dans
C(@). Donc u est hien définie et continue sur G, de plus u vérifie i1} et iid).

Vérifions enfin que u € C*°(Q). 1l suffit pour cela de vérifier cette propriété sur tout compact de Q.
Notons 0 < € < T puis posons K = [¢, T} x [0, L] et remarquons que u,, € C*(K). 11 suffit alors de voir que pour
tout k, la série est absolument convergente dans C*(K), car on a la domination suivante sur X :

02 0kun| < (F2)+ e3¢ € (2) < 1=(2).

Or C*(X) est un espace de Banach, donc la série converge dans C*(K ).
On vient donc de prouver que u a la régularité souhaitée. Mais 8, — 02 € L (C*(K);C*(K)) et 1a série converge
dans C?(K') done u vérifie 1) :

O —Ryu=3 ba(d ~ )y = 0,
nel




