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Méthode de Newton.

Bastien Drevon et Frédéric Valet

2 février 2015

Référence : Petit guide de calcul différentiel, Rouviére.

Théordme 1. Soit f : [¢;d} — R une fonction de classe C2, avec f(¢) < 0 < f(d). De plus, pour tout z € {c; d),
Fi{z) > 0. On définit la fonction F sur [c,d)] et la suile récurrente (Tnln avec xo € [c;d] par :

flz)
Fle)=o— el =F .
(':U) T f,(m) n+1 (xn)
Alors, il existe o > 0, un intervalle I de longueur 2a, tel que pour tout xo € I, la suite (z,), converge vers
Uunigue point fizxe o de F. Cette convergence est d’ordre 2.
Si de plus f' > 0, alors pour tout zo € [a;d], on a Uéquivalent :

f"{a)

(Tny: — ) ~noseo m(mn - )2.

Démonstration. Montrons que F admet un unique point fixe.

o est un point fixe de I si et seulement si ¢ est un zéro de f. Or f est strictement croissante, donc elle réalise
une bijection de l¢;d] sur [f(c); f(d)]- D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, par continuité de f, il
existe un unique a € [c; d] tel gue f(a} = 0. Ceci implique Funicité du point fixe de F* et son existence.

Soit z € [e; d].
flz) _ (2= a)f'(w) - (f(=) - f(a})
f(z) f'(=) '
Cependant, le développement de Taylor de f nous donne Pexistence de z, un point du segment d’extrémités a

et z tel que:
21"(2)
5

Flz)—e=z—a—

fla) = f(=)+ (a - z}f(z) + (a — )

pos (a— o) /()
F(m)_asz’(m)'

Dorénavant, posons C' = SUP, ge[ud] %ﬁi Cetle borne est bien définie et finie, car les applications f* et

=1 sont continues sur le compact. Soit o = C~1. Ceci nous donne :

)2
F(e) - o < L2
et pour tout z €7 =] — a+aje+ afe;d] :
[F{z) — a] <o,

et donc F stabilise 1. 8i gy € I, alors la suite (@, ), reste dans 1. 11 s’ensuit :

(a—zn)zc’ < % (C’(ag—wo))

2n+1
|F(zn) — o] <

La convergence est donc d’ordre 2, avec Ca/2 < % La conséquence immédiate est que x, tend vers a.
Supposons que f soit convexe sur [a; d], ¢’est-a~dire f” > 0. Soit = €]a; d].
F(z) < x par définition de F, et d’autre part, une égalité précédente nous a donné F(z) — a > 0. Donc
a< F(z)<ux,

et ceci implique que la suite (z, ), est strictement décroissante {on retrouve la convergence vers I'unique point
fixe a). De plus :

Tnp1 -0 _ [za) f(a)
(Zn —a)?  2f(za) T 2f(a)’
car a < z, <z, — a. On retrouve le résultat souhaité. [




Partitions d’un entiers en parts fixées.

Bastien Drevon et Frédéric Valet

1er février 2015

Rétérence : Oraux X-ENS, analyse 2, Francinou Gianella Nicolas.

Théoreme 1. Soit (a1, -- ,01) € N** et premiers dans leur ensemble. On pose :

k
VnelN, u, = Card{(a:l,-u ,xk) € N* tel que Zai:ci :n} .
=1
On e Uéquivalent suivant :
1 nk—l

tn Mmoo ajan - ag (k - 1)]

Démonstration. Pour chaque ¢ < k, la série zmt_em(z““ }* est bien définie, et son rayon de convergence est 1.
On peut réaliser le produit de Cauchy des k séries sur ce disque de convergence :

u 1 —_— E a;x; _— T
Soit & présent la fonction méromorphe sur C :
L
USkel | Foes

[ est la série génératrice de la suite (un)n. C'est une fraction rationnelle, ayant pour péles les racines a;-ibmes
de I'unité, pour ¢ < k. Montrons que 1 est te seul pole de multiplicité k.
Pour tout ¢, le polyndme X% — 1 est scindé & racines simples sur €, donc 1 est bien une racine simple de ce
poiynome. La multiplicité de 1 en tant que pdle de f est donc de k. Réciproquement, si on suppose que w est
un pole de multiplicité k de f, alors elle est racine de chacun des polyndmes X% — 1. Cependant, les a; étant
premiers dans leur ensemble, le théoréme de Bézout nous donne :
k
3(:1’:1,' .- ,.’Ek) S z* , Zaixi =1.

i=1

Ceci entraine : .
wl = wiim e H (W)™ =1,
i=1
La seule racine de multiplicité k est donc 1.
On note ensemble des poles de f, qui sont tous sur le cercle urracineité : P = {w;,- - yWpk, avec wy = 1, Par
définition des fractions rationnelles :

Vlgigp,VISjgk—l,3ci,jeC,EIaeCtelsquef(z):T—a—k+ Z —CZJ—J
(=20 ipiZicem (Wi 2)

Soit w € P et j € N¥, La fonction [z - rlz);] est développable en série entiére, de rayon de convergence 1.

1 11 _i Z"
w—z wlki_ wntl’

n=0

En dérivant j lois, il découle que :

(G- 1) i n! P AR

P ARy EY




Doiy :

1 _i n z"—iﬂ_i m4+j—1\ 2™
(w— 2} 7ﬂ=j j=1) wtl e m wnti’

Pour retourner a4 la fonction f :

f(z)zag(m+£—1)zm+ )y ci,j(m:(mzsiwl)w;:lj).

1<isp,l<yj<k-1

En identifiant terme & terme sur le disque unité, on obtient :

nt+k—1 n+j—1y 1
g )

1<igp,15§<k—1

Gréce & ’équivalent :

n+j-—1\ _ (n+j—1) ni—?
n Tonl(g - 1) (-1
on obtient, les autres termes étant négligeables :

nk—l

Uy ~

-1

Il ne reste plus qu’s déterminer «. Si on identifie f & une fraction rationnelle :

k 1—2 k 1
f@)(1-2)F = - = ——.
glmzﬂt EZ;;D of

Donc appliquée en 1 :

ko f[ 1

o= H ai—l, P

i=1 z?z(} 1 %
D’on le résultat final :

1 nk—l

tn Mmoo g ax (—1)1




