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Développement : Critére de Wevi 14/09/16

g

Soit (un)ren une suite de points de [0, 1]. Pour 0 < a < b < 1, on pose
Sn{a, ) == Card{k € {1,....,n},ur € (e, 6]}

.. S.(a,b
On dit qne Ia suite {u, ), est dquirépartie ssi %} tend vers b —a powr tomt 0 < g < b < L

Soit (U )new une suite de points de [0, 1]. Oz a équivalence entre
1. (tn)n est équirépartie;
2. Pour toute fonction f :[0,1] - R continue, on a

n 1
3 e = [ s

3. Pour tout p € N*, on a

1 n
lim — E eFmrus — ()
n—rt+osT

B=1

Démonstration.
On remarque tout d’abord que :

Sla,b 1<
_.“(_.)_ = E ZX[a,b] (uk),
k=1

T
Ol X[a.5) €st la fonction caractéristique du segment [a, 8].

> (1= (2):
On &

1
VL Xia.b) (£)dt =b—a.

La propriété (2} est donc vérifiée pour les fonctions caractéristiques dun segment. En fait, toute fonction en escalier
f sur {0, 1] est combinaison lingaire de fonctions caractéristiques de segment {&ventuellement réduits & un point pour
obtenir les valeurs de f en ses points de discontinuité). Par linsarité de Uintégrale, la propriété (2) est done vraie
pour toute fonction en escalier.

Soit f : [0,1] — R continue. Soit ¢ > 0. Par densité des fonctions en escalier dans Vensemble des fonctions
continues sur un segmet, il existe une fonction g en escalier telle que f —gllec €& Soitn>1,0na:

n 1 i i : '
;é; Fw) - [ f(t)dt[éI%;{f{uk)—g(uk))EH%;g(%)* [ s+l [ ) - senar

<e

e

Comme la propriété {2) est vérifise pour les fonctions en escalier, il existe wn entier N > 0 tslle que pour tout . > IV,
1 1
- - tidt] < e.
5 2o9tus) = [ glodl <<

1 LACOURTE Octave et GRELA Fabrice
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On a donc pour tout n > N,
1< 1
l - <
I 2 ) | e <
et done (2) est vérifiée.

> (2) = (1):
Une fonction caractéristique d'un segment distinet de [0, 1] présente an moins une discontinnité, donc ne peut pas
&tre obteaue comme limite uniforme de fonctions continues. En fait, on va procéder par encadrement.

Solent 0 < a < b < L. Pour p sullisament grand, on pent définir deux fonetions p et ¢y continmes sur [0, 1] comme

. 1
suit : ¢y (resp. i} est nulle sur [0, a] U {8, 1] {resp. sur [0,a — 2—?] U+ %, 1]}, constante égale 4 1 sur [a + E, b -1—]
P

k
(resp. sur [a, b} et affine partout ailleurs (cf dessing.
Pour p € N* suffisarent grand, on = alors ¢y < X{a.6) < ¥p. Done pour tovt > 1, on a

R Snla,B) 1
- > dolur) < =5 > wp(mi). {a)
k=1 k=1
Par hypothése,
1 t 1
Lm = » &y :j”@tﬁ=b—a—ﬁ
n_}_}_xn; p( Ic) A p() D
et

I ' 1
lim sz,&p(uk):f Yp(t)dt =b—a+~.
—1 o Iy

n—>+oc TR

1
Soit € > 0 et p € N suffisament grand tel que p < €. En passant & la Hmite supérieure & droite et 4 la Limite

inférieure 4 gauche dans {a}, on obtient :

1
b—a—e<liminf — 5,(a,b) <limsup 1 Spla.b) <b—ate
FL n—sloe T

nrtoo
Donc,

A G e 1 _
ngag;f - Spla, by = Iﬁi? . Spla,b)=b—a.

On a donc montre {1}. Dans le cas ot a = 0 on b =1, il suffit d’adapter les ¢y, et les 1, et on obtient le résultat.

> (2)=(3):
[ramédiat en décomposant e**P“* en partie réelle et imaginaire, et en appliguant Ihypothése (2).

» (3} = (2):
Par linéarité, on a la propriété (2) pouwr toui polyndme trigonométrique de la forme -

n k(3
T ag+ Z ag cos(2krz) + Z b sin{2knT),
B=1 k=1

Tintégrale d'une telle fonction &tant ag-

D’aprés le théoréme de Welerstrass trigonométrique, toute fonction contimue f : [0, 1] = R vérifiant f(0) = f{1) est
limite uniforme d’une suite de polyndmes trigonométrigues de ce type. Comume prévédemment, on en déduit que (2)
est vérifi¢ pour une telle fonction continue.

Si f ne vérifie pas la condition f(0) = f(1}, on peut, pour tout & > 0 construire wne fonction continue g vérifians
g{0) =g(1) et fal [F — gl < ¢ (cf dessin}. De la méme maniére que pour Pimplication {2} = (1), on montre {2) pour
toute fonction f continue de [0, 1] dans R.

On a montré que les propositions (1), (2) et (3) sont équivalentes.

2 LACOURTE Octave et GRELA Fabrice



Développement: Méthode de Newton

Adrien Fontaine

4 décembre 2012

Référence : Rouvidre, exercice 49p152

1 Développement
Ehéoréme 1

Soit f : [¢,d] — R une fonction de classe C%. On suppose ¢ < d, f(c) <0 < fld) et f/(z) >0
pour tout x € [c, d]. Soit a P'unique zéro de f sur le segment [c, d}. On considére la fonction

flz)
Flz)=2———=
)= P
Alors,
L Il existe & > 0 tel que si I désigne le segmuent [a — o, a + ¢, alors F(I) C I et Ia suite
définie par

To € L,Vn 2 0,2p01 = Fz,)
a une convergence dordre deux vers a dans I : il existe une constante C > 0 telle que

Vi 20, |2nn —a| < Clz, —al?

2. Side plus f"(z) > 0 pour tout = < [c,d], alors U'intervalle [ = le,d] est stable par I et
pour tout xy € I, la suite (z,) est strictement décroissante (ou constante) avec

0 <z —a < Clz, —a)?
1)

2
Tppr— 4 ~ — Ty — G
(pour cet équivalent, or a besoin de zy > a).
Démonstration: 1. Remarquons tout d’abord que, [ &tant strictement croissante sur [e, d] (car

' > 0 sur [c,d]) et vérifiant Vinégalité f{c) < 0 < F(d), f a bien un unique zéro dans
Pintervalle |c, d[ d’aprés le théordme des valeurs intermédiaires.



DEVELOPPEMENT

Pour z € [e,d],on a:

flz) — fa)
Flzy—a=2p—a— """ car fla) =0
7@y i@
_H@)— @) (@—2)f(2)
[z}
Or, par la formule de Taylor-Lagrange & Pordre 2 entre z et a (ou entre @ et z selon la
position de z), il existe z; €|z, o] ou Ja, = tel que :

7@ = 1)+ (a =) @) + P

Et on obtient donc

_ 1fff(z$)
F(:c)—afi Flz) (x —a)?

Dty g 77 O 2

Dounc, si on pose C =
Vo € e, dl, |F(z) —a} < Clz — af?
Soit alors a > O tel que T = {a —a,a + ] C e, d] et Ca < 1. On 5 alors :
Veel[F(z)—al<Ca?=Caxa<a

Done, F(I} C 1.
On peut alors définir la suite (z,) :

o € 1,0 > 0,201 = F{z,;)
Et cette suite vérifie,
¥ >0, [tne1 — o] = [F{z,) —al < Clay, — af?
Et done, par récurrence immédiate :
Clan —a} < (Clzo — a)¥ < (Ca)®” =0

D’otl la convergence d’ordre 2 de z, vers a, puisque Ca: < 1.

2. On suppose maintenant f” > 0. La dérivée f' est donc croissante, et la fonction f est une
fonction convexe sur Uintervalle |e,d[. Pora <z < d,ona f'(z) > 0 et f(z) >0 Lol

fz)
Flr)=z— <z
="
avec inégalité stricte si & > a. Par ailleurs, on a :
1 f"(zz) 2
F _ = — —_ >
(z)—a 3 ) {x—a) =0

strictement si © > a.

On a donc, pour tout = € la,d], a < F(z) < < d. Ainsi, lintervalle [a, d] est stable par £
Par ailleurs, pour a < zo < d, les itérées x, vérifient aussi a < x,;, <[ et forment une suite
décroissante. Si zg = a, la suite est constante. La suite (z,) admet donc une limite [, qui
vérifie F{I) =1 et donc f{I) =0 et [ ne peunt étre que a.

La convergence de (xn) vers a est guadratique : on a comme précédemment

0< 21— a< ey, —a)?




2 INTERPRETATION DE LA METHODE DE NEWTON 3

Enfin, cette inégalité est essentiellement optimale : si g < 29 < d, on a 2, > a pour tout n

et "
Tot1 —a _ 1 f"(z)

(zn —a)? 2 F{zn)
ou ou a noté les zp = zg,, avec & < zp < T,. La fraction tend donc vers f”(a)/2f (@)
lorsque n tend vers Uinfini. K

2 Interprétation de la méthode de Newton

2.1 Imterprétation géométrique

L'égalité
flz,)

Tptt = T — f}{.’E }
T

peut se réécrire sous la forme
f(zn) + f’(xn)(xn-%l - xn) =10

ce qui exprime que Z,.; = F(z,) est Uabscisse de intersection avec I'axe Oz de la droite y =
flzn) + f'(za)(x — ), qui est la tangente au graphe de f au point d’abscisse ,,.

2.2 Inferprétation comme problémé de point fixe

Pour résoudre f(x} = 0 on cherche & transformer I'équation en un probléme éguivalent de
F(z) = z. Une idée est de considérer F(z) = z + A(z)f{z), ot A est une fonction ne sanmilant
pas. La convergence des itérés =, = F(z,) vers Ia solution a cherchée sera trés rapide si ce
point est superattractif (voir Rouvidre, exercice 48p149) ie F” (@) = 0. Ceci incite & choisir,

z) = —1/F ().






