Comportement asymptotiqgue
des suites numériques. Rapidité
de convergence. Exemples.

i ; rdares. Sotent (Uy), (@), (by) des suites réeiles telles qu'a
partir d’un certain rang, @, < up < by Sid, = letb, = [, alorsu, — L.

. Une suite numérigque (uy) est de Cauchy si

Ve>0,ANEN:¥n =2 N,ymz2N,[u, —u,| se

»  Toute suite convergente est de Cauchy.
o Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
»  Toute suite de Cauchy est bornée.

¢, Dans R ou €, toute suite de Cauchy est convergente.

i, Une sous-suite ' une suite numérique (u, ) est une suite (ukﬂ) ol
n + k,, est strictement croissante.

v, Une valeur d’adhérence d’une suite numérique (u,) est la limite
d'une sous-suite de ().

1wy, Dans R ou €, toute suite bornée admet une

valeur d’adhérence,

~. Une suite convergente admet une unigue valeur d’adhérence.

. Une suite bornée est convergente si et seulement si elle admet au

pius une valeur d’adherence.

2. Soit (Uy, ) une suite réelle.

(i) Si(u,) est croissante et majorée, efle est convergente etlimu,, =
SUD Uy, ;

(i) si (u,,) est décroissante et minorée, elle est convergente et limu, =
infu,.

=i, Deux suites réelles (i) et (»,) sont adjacentes si

(i} (up) estcroissante et (vy,) est décroissante ;
(1) imu, —v, =0.

e, Si deux suites réelles (uy) et (¥,) sont adjacentes, alors elies sont
convergentes et ont méme limite [. Ona de plus uy, < [ € vy

. On dit gqu’une suite numérique u,, est dominée par une suite positive
&, et on note u, = O{n,) ¢l existe A € R, tel que
ML

lun| < Ay, Yn &N A

.. On dit qu’une suite numérique est négligeable devant une suite”
positive a,, et on note u, = o(a,) si pour tout réel € > 0, il existe n, € N tel que
pour tout n = Ny, luy,| < ean.

% =0 (w}"—),k = 1.
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. On dit que deux suites (u,,) et (¥,) sort équivalentes, et on note

Up ™~ Up Silp — Vp = a{lvg)).

n

n’~w/2_ﬁ§(§)

Ces notations permettent de préciser te comportement asymptotique d’une suite
3 I'aide de suites de références, comme les suites géamétrigues, les suites

(n*), oy 08 Mnen -

i Rapidité de convergence
Dans cette partie, on considére une suite iy de réels ou de complexes telle que
limu, =1, eton cherche a préciser la vitesse de convergence de u, vers [. En

considérant [u, — |, on peut se ramener 3 'étude d’une suite positive

"

convergeant vers 0.

s fimision, On dit gue (Uy,) converge géométriguement vers 0 siu, = 0k™
pour un k €]0,1[. On dit que la convergence est géometrique d’ordre k.

. §i (X est une suite de v.a.iidde

Bernoulli de paramétre p, et S, = 2.1 Xy, alors P(] %’l-— pl> €) converge

géométriquement vers 0.

seng Si (ty) est une suite de réels > 0. 5i 3‘-:—~+-1- converge vers k €10,1],
T
alors u,, converge géométriguement d'ordre k + € vers 0 pour tout € > 0 tel que
k+¢€l01].
. Une suite (u,) de réels > 0 converge si et seulement si

lim sup (u,)*" < 1.

. Une suite de réels positifs (1, ) converge lentement si Uy cOnverge

1
vers 0 etsi— = O{uy,) pour una > 6.

La suite Upyq = sinuy), tg €]0; /2] converge lentementvers 0 zon a

rrenies

On considére une fonctions f11 — R et on suppose f(I) < 1. Cn considere une

suite définie par

& HQER,

& Upsy ™ f(un).

wint Fe, Soit ] € Retsoit f11 — {une application contractante,

alors f admet un unique point fixe, gui est attractif.

+. Supposons f contractante de rapport k. Alers u, converge

géomeétriguement vers le point fixe de f.

o . Un cas important est le cas ol f est de classe C1 et admet un point fixe
x, vérifiant f'{x) < 1. Dans ce cas, pour ¥g suffisamment proche de Xg, iy

converge géométriguement vers Xg.

: Si f est de classe C* et admet un point fixe X vérifiant £ (xy) = G,
alors pour g suffisamment proche de xg, Uy CONVErge de manigre guadratique

vers Xg.

On appiique cette méthode lorsgu’une suite Uy, converge géométriquement de
rappert k < 1 et quon connait k.

. On suppose que u, = [+ Ak™ + O™ A € Rk < k] < 1. Alors

si on pose



Upsy — Kiln On peut donc itérer ia méthode d’accélération pour accélerer la convergence et
1~k obtenir une approximation Ay n = [ flxdx + 0(4"m(”+1)) oll Ap,pn est defini
par récurrence et calculé par programmation dynamigque :

Uy —

Alors i, converge géométriquement, d’ordre au moins k' vers [,

n
_ 4 Am,n—i = Am-1n-1

Amn = 4n — 1

— T el o e
Onau, =2 sin - qu converge vers 7. On a de pius

On cherche 3 trouver une racine a d‘une gquation f(x) = 0,04 f: [c d] — Rest

U, =0 ——=2+0 —w) On peut donc appliguer la méthode pour approcher de classe C2.

] 4-“ 16"

Pour cela, on pose F(x} = x — L9 ot on considere la suite xg € {c, dl,

frix)

Xp41 = F(xn)-
Unpi~n
Un~Un-1

et

o On suppose gue Uy, = [+ Ak™ + 0(k'™). Si on pose &, =

W Ty 1
Uy, = ﬁf:——“—-ﬁ alors ul, converge vers | géométriguement de rapport k'
(i) Ul existe une intervalle j C [¢, d] d’intérieur non vide tel que la suite

converge pour xg € J. La convergence est guadratigue ;
(ii} side plus f'"(x) > 0,¥x € [¢,d] la suite converge pour X € [a,d], ot a

1f”(a)(
2 flad *n

{1, applications

vérifie f(a) = 0. OnadanscecasXpsy —a ~ —a)?si

N ) ' " Xg > G
On cherchea acceierer %a méthode des trapézes de calcul approché d'intégrales ©

étant donné f € C*{{a, £]), on a, pour une subdivision en sous-intervalies égaux 3} 1 ;_\ { - %_ - %_u B
1 e reng e Vg o vy e, R ob eauat ol ff .
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¢ 1 1 U ‘ fwm(m\ gm%@\ t“T ‘”H ¢s ‘@uﬂ\,{;‘ q{g, 25 ()&, 4%-"5 or
Ty k) =k (gf(a) b Flath)+ot FE R+ 5}‘(5)). G

On va essayer d’utiliser la méthode de Romberg-Richardson a u, =Ty (“zf). O S a}‘}*m‘tyg‘ .

7. 0Ona

-1

T.() = j Flx)dx + Z a k2 + 0(h2F).

m=1



