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1 Méthode de Newton

Théoréme 1.1. Soit f : [¢,d] — R une fonction de classe C* vérifiant f(c) < 0 < f(d) et
f'(z) > 0 pour tout x  [c,d]. Soil a Punique zéro de f sur le segment [c;d]. On considére
la fonction

G
Flz}y==z ) € [¢; d].

Alors :

1. Il existe o > O tel que si I désigne Uintervalle [a — o, a + o] alors I est stable par
F, et la suite définie par

zoel, Ynz0 z,,1=F(z,)
¢ une convergence d’ordre 2 vers a : il existe ¢ > 0 tel que
Ynz0 |2y —al <Cla, — a|2

2. 51 f" > 0 sur [c,d] alors UVintervelle I = [a;d] est stable par F, et pour tout g e I
lo suite (Tn)new est strictement décroissante {ou constante) avec

17w
2 /a)

Remarque 1.2. Comme f vérifie f(c) < 0 < f(d), d’apreés le théoréme des valeurs
intermédiaires f admet bien un zéro a €]c;d[. De plus comme f' > 0 sur [¢;d], f est
strictement croissante et ce zéro est bien unique.

(n_)-

0T —a<C(z, —a), e zZpq—a~

Démonstration.
Etape 1 : Soit z € [¢,d]. Comme f{a} =0on a
@ -f)
Fz) z—-a e
@)= @) = (a - 2)f' ()
'z}

D’aprés la formule de Taylor-Lagrange 4 'ordre 2, il existe z, €fa, z[ (ou 1z, a[) tel que

(@~ )

fla) = f(z) + (a—2) f'(z) + ————f"(z).
On en déduit : f"( )
z
Flx) — L .
Etape 2 : Montrons la premiére partie du théoréme.
Posons C' = ;n_ax_ﬂ Le réel ¢ est bien défini car f” et f sont continues sur le
min

segment [¢, d], intervalle sur lequel f' > 0.
On a alors

Vz eled| [F(z)—al < Clz —al’



Soit o > 0 assez petit pour avoir / = [a —a,a + a] = [¢,d] et Ca < 1. Alors,
Vzel [F(z)—a|<Co®<a.

Ainsi F(I) < I ie I est stable par F.
On peut alors définir Ia suite () par zo € [ et z,.: = F(z,) pour tout n > 0. Cette
suite vérifie
Vnz=0 |zn1 —al=F(z,) —a] < Clz, —al’.

Ft done, par récurrence immédiate,

Clay, —a] € (Clzg —a))” < (Ca) ¥,
——

<1

d’ott la convergence d’ordre 2 de (z,,) vers a.

Etape 3 : Montrons la deuxiéme partie du théoréme.

On suppose désormais f” > 0 sur [¢;d]. Pour = € [a;d] on a f'(z) > O et f(z) = 0
done

F($) — f(ﬂ?} <z,
f{z)

avec inégalité stricte si z > a. D’autre part, f” > 0 sur [¢; d] donc (+) donne F{z) —a > 0
pur tout x € [a;d] avec inégalité stricte si = > a. Ainsi, U'intervalle I = [a, d] est stable
par F.
De plus, si x4 €la, d] la suite {z,,), des itérés est strictement décroissante. Si zg = 4, la
suite est constante. Dans les deux cas, la suite (z,,) admet une limite ¢ qui vérifie F(I) = [.
Ainsi f(£) =0, dott £ = a.
La convergence de {x,) vers a est quadratique : on a comme précédemment

0 < Zpy1 —a < Clx, —a)

Enfin, montrons que cette inégalité est optimale. Si a < zy < d, alors pour tout 7 on a
Zy > a et (+) donne

Ton—a 1 f"(z)
(zp —a)? 2 flzn)

M) @),
F(ra) v f/(a)’

YneN, 3z, €la; z,]

Par continuité de f' et f” on en déduit o I'équivalent souhaité.

o




2 Meéthode du gradient & pas optimal.

Soient A€ ST (R),beR"” et A = ... > A, > 0 les valeurs propres de A. On souhaite
approcher 'unique solution ¢ = A™'5 du systéme linéaire Az = b.

Proposition 2.1. On considére la fonction f: z— 5 (Ax,z) — (b, z). Alors :
1. Pour tout x e R™, Vf(z}) = Az — b.
2. Le vecteur c est U'unique élément de R™ qui minimise f.

Démuonstration.
Montrons le premier point. Solent z, A = R®. On a

Flo+h) — %(A(m—‘rh),x-k—h)—-(b,m-{-h)
— 5D, 2) = 0,80+ (A By + £ ARz by + (AR, B

= flz) +{Az —b,h) + %(Ah, hy car A est symétrique

= [(@) +{Az —b,h) +o(|h]) quand [A] -0
Ainsi, f est différentiable et pour tout z € R” on a Vf{z) = Az — b. Démontrons mainte-
nant le second point. Soit Z un élément qui minimise f. Alors nécessairement V f(Z) = 0

donc 7 est solution du systéme linéaire Az = b donec ¥ = ¢. Montrons que ¢ minimise
effectivement f. Soit z e R*, x # ¢. On a

fl@) = fle+(x—c))
= flc} +{Ac—bz—c)+ {Alz —¢),z — ¢) d’aprés ce qui précéde
=fle)+{Alz —c),z—¢) car Az -b =10
> fle) car A est symétrique définie positive et z — ¢ = 0,

ce qui conclut la preuve.

a

Il ¢'agit désormais d’appliquer I'algorithme de minimisation du gradient & pas optimal
a la fonction f : on définit la suite (zy)ien par

Ty € R"™
VEeN, i = xp + fed,

ot dg = —V f(zy) et o #; est Punique réel minimisant la fonction ¢ > f(zy + td)-
On va montrer que la suite {z;) ainsi définie converge vers ¢. Pour cela nous aurons besoin
du lemme suivant.

Lemme 2.2. Soit Ae SIH(R) et Ay > ... = A, > 0 ses valeurs propres. Alors pour tout

re R,
ol < Az, 23 (47,2 < g (\/;\; + \/i—) .



Démonstration. A est symétrique donc il existe une base (ey, ..., e,) orthonormale consti-
tuée de vecteurs propres de A. Notons z = 3} 2;e;. Commencons par montrer Pinégalité
de gauche. Fin utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

Az, 2y (A7 z,2) = (” /\ﬂf) (Zn: %x?)
s

‘/fj\\_sﬂ) - (Z}mi) ~ fa®

Passons & la majoration. Comme +/ab < %(a +b) pour a,b = 0, on a

V{Az, ) (A, ) =,J (Z,\x ) (23\1: Z) = ¢ % (Z ;inxf) (Z i—ixf)
1 (&AM

L’ étude de la fonction o : z — =+ & sur Pintervalle [A,; A1] montre que cette fonction est

décroissante sur [A,; VA A,] et cro1ssante sur [+/A1Aq; Ar]- Elle admet donc un maximum
en Ay ou Ay,. Comme h(Ay) =1+ f\‘i = h{\,) on en déduit que

VA T < i—((uj\\) ) (\f \F) ™

On obtient I'inégalité souhaitée en élevant au carré. ]

Théoréme 2.3. Notons C(A) = [|A||47}| = ;‘—i le conditionnement de A. La suite (zy)ren
donnée par la méthode du gradient & pas optimal converge vers c, solution de Az = b. Plus
précisément, on o

2k
Few) — £ < (Flao) — £(0)) (%) ,

C(4) +1
et
2Af(mo) = SO\ 7 (C(A) - 1"
=it = () (1) -
Démonstration.

— Calculons f(c).
On a

£(6) = 5 4Ae e = (.00 = =5 By,

— Soit ke N. 5i d; = 0 alors on a Az, = b et alors Palgorithme a convergé en temps
fini et on n’a plus rien a dire. On suppose donc d; # 0 pour tout k€ N.




— Expression de {z.
Pour t € R, on pose g(t) := f{ap + tdy). Alors

98) — F(x) + (¥ F(@) ) + 1 (Ald, ti)
— & (Ad ) — tldel? + f(o).

Comme A est définie positive et comme dy, 5= 0 pour tout k on en déduit que g est un

2
polynéme du second degré. Aiusi, g atteint sont minimum en £ = ¢, := —”%—
(Ady, di>
— Calculons 'erreur commise entre f(z;) et f{c).
Flop) = flm, + tudy) par définition de 3.4

~ ldel* 1 Jdef?
= flae) — (Ade, diy  2{Ady, dp>

d’aprés le point précédent

1 {lde
-~ e
~ ) - - |del® <A 'dg, di
2(Ady, diy (A Ny, dy>
Or,
(A Ny, dy = (AT (Amy, — b), Ay, — b)
= {xp — ¢, Az, — b)
= (Axg, Tp) — (X, b) — {Azg, ) + (b, C)
= 2(f (@) — f(0)) car {Azg, c) = (g, Ac) = (2, b)
On a donc

Flores) = fle) = (f(ze) — [(c)) (1 ~ (Ady dk&i‘ifldk dk>) -

Comme f(xy) — f(c) = 0, d’aprés U'inégalité de Kantorovitch, on a

Jze) = flo) < (f(ze) — f(e) (1 - (\/X \/;:) )
< (flzg) — ( C(Aa} + S(A)) )

< (flww) = Fl {1 -4 P

( <O(A>+1)
< (flaw) - f(c))(

Par récurrence on obtient alors

faw = 560 < () - 1) (el 1)

5



FIGURE 1 - Méthode du gradient 3 pas optiunal.

— Pour finir, estimons Perreur sur |zx — ¢|.
Elle se déduit de l'inégalité précédente en remarquant que

1
flze) — fle)y = 5 {A{zr — ),z — ¢y (cf démonstration de la proposition 2.1)
> 2%k — ol

0

Remarque 2.4. On a dyyy = —Azpy + 0 = —Axy + 6 — £ Ad, = di, — t.Ady, donc
{di1, diy = ||di])* —tr (Ady, di> = 0. Les directions de descente sont done consécutivement
orthogonales entre elles.




