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Densité des fonctions continues nulle part
dérivables

Joubaud Maud et Jochault Bastien
15 Octobre 2014

Théoréme. L’ensemble A des fonctions continues sur [0, 1] qui ne sont dé-
rivables en aucun point de [0,1] est dense dans (C°([0,1],R), | |leo)-

Preuve.
Pour montrer ce résultat de densité on utilisera le lemme de Baire sous sa ver-

sion ouverte :

Soit X un Banach avec (Xp)nen C XN tel que, pour tout n :
- X,, est un ouvert.
- X, est dense dans X.

Alors on a [,y Xn est dense dans X.

Comme (C°([0,1],R), | |loo) est complet on peut utiliser ce résultat.

Ainsi pour montrer la densité de A (’ensemble des fonctions continues nulle
part dérivables sur [0,1]) il suffit d’exhiber une suite (Xn)nen C C°([0,1],R)
qui vérifie les hypothéses précédentes avec (), .y Xn C A.

De maniére équivalente, en passant au complémentaire, on va chercher une suite
(Fr)nen avec :

- Vn €N F, est fermé.

- Vn € N F, est d’intérieur vide.

= Unen Fn D &°

Posons F,, = {f € C°([0,1],R) | 3zo € [0,1] Vy € [0,1] |f(z0) — f(¥)| <
n|zo —yl}



1°e étape : Montrons que (J,y Frn D A%

Soit f € A®, comme f est dérivable en au moins un point on a :
dzg € {0, 1] f’(.’l:o) eR

= 3NeN wyelo1] [{e=t) <N
= feFy

On a donc f € U, ey Xn-

2eme gtape : Montrons que Fy, est fermé.

Soit (fx)ken C Fn tel que (fx)ren converge dans (C°([0,1],R),]| i) vers
f.

1. VkeN Jzx € [0,1] Vye[0,1] |fulzx) — fe(®)] < nlzk — 9l
Comme (zx)ken C [0, 1] avec [0, 1] compact, il existe une sous suite (zx, )icn
qui converge vers z € [0, 1].
2. Sionmontre lim  |fi,(zx.) — fi ()] = |f (=) = FW)I
i— 00
Alors on aura :
3z €[0,1] Vy[0,1] |f(z) — f)| <nlz —yl
et donc f € F,, ce qui assure que F;, est fermé.

— On a d’abord clairement : Vy € [0,1] lim  fx,(y) = f(¥)
1 — 00
— 1l nous reste seulement 3 montrer :  lim  fx,(zx,) = f(z)
71— 00

< | i (zhe) = flae )l + £ (zw) — fl2)]
< ke = flloo + |f (k) — £(2)]
Or  lim |[[fi, — fllo = O car fi, converge vers f dans

i— 00

(CO([0,1]),R), || lloo), €t lim |f(zx,) — f(z)| = 0 par continuité de
i— 00

f.

lfki(zki) - f (IE)I



3eme gtape : Montrons que F, = .

Comme on est dans un espace métrique, il suffit de montrer qu’il n’existe pas
de boule ouverte B(f,¢) C F,, avec f € F,, et € > 0.
Le probléme est équivalent & vérifier que :
VfeF, Ye>0 B(f,e)F:#0.
Fixons alors € > 0 et f € F,.
— Par le théoréme de Weierstrass : 3P € R[X] ||P — f]le < §.
On note M = ||P'||o (qui existe car P’ est continue sur le compacte [0, 1].
— Soit N € N tel que N > 2221 On partition alors [0, 1] en N intervalles
de méme longueur.

On définit alors une fonction go périodique sur [0,1] en la définissant sur
[0, %] : N X
Sz si z €0, 5]
—J 2 V2N
vz € [0,1] go(z) { ——%x size[ﬁ,%,—]
Notons alors que [|goflcc = § €t que go est bien continue.
— Onpose g=P—+go

Nlm

1. Vérifions que g € B(f,€)

If = gllo = If = P~ golleo < If = Pllec + llg0llco
< € + €
T2 4
<e€

2. Il reste & montrer que g € F£.
Rappelons que F< = {f € C°([0,1]) | Vz € [0,1] 3yo € [0,1] |f(z)—
f(yo)l > nlz — yol}.
Ona:Vz,y€[0,1] |g(z) —g(¥)| > 90(z) — go(v)| —| P(z) — P(y)l-
On va alors minorer le premier terme et majorer le second :
— Pour le premier terme, par le partitionnement de [0,1] :
3k € [0;2(N —1)] tel que € [55, &3]

Soit yo € [z, 55 alors on a :

eN
|90(2) — go(wo)l = -l — wol
> (M +n+1)|z— yol

— Pour le second terme, on utilise le théoréme des accroissement finis :
Vz,y € [0,1] 3c€ [0,1] |P(z) — P(y)| =|P'(c)|lz —y]
|P(z) — P(y)| < M|z —y|

Mis bout & bout on obtient la minoration :

vz € [0,1] 3yo €[0,1] |g(z) — g(vo)| > nlz — yol

On a donc bien g € Ff ce qui termine la démonstration.



Références
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Théoreme de Weierstrass

Joubaud Maud et Jochault Bastien
15 octobre 2014

A remettre éventuellement dans :

— 202, exemples de parties denses et applications

— 209, approximation d’une fonction par des polynémes et des polyndmes
trigonométriques. Exemples

— 228, continuité et dérivabilité de fonctions réelles d’une variable réelle.
Exemples et contre-exemples.

— 241, suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

Théoréme. Toute fonction continue F : [a,b] C R — C est limite
uniforme sur [a,b] d’une suite de fonctions polyndmes.

Preuve.
On va montrer le théoréme pour @ = 0 et b = 1; pour se ramener au cas général,
il suffira de considérer f(z) = F(a(l —z) +bz) pour z € I et I =0, 1].

Soit donc % l’ensemble des fonctions continue de I dans C et f € €. On va
utiliser les polyndémes d’approximation de BERNSTEIN :

pour n € IN*, on définit

Bu(f):I1=-C, z~ kZZ%f (%) bi(z) avec bE(z) = (Z)xk(l _ )k

On va montrer que la suite de polynéme (B, (f)).en converge uniformément vers
f sur I. On confond pour simplifier ’écriture 1, z,z? avec les fonctions z — 1,
T T, T T2

1¢7¢ étape : Calcul de B,(1), By(x), Bn(x?)

En utilisant la propriété du bindme de Newton, on introduit la fonction suivante :

VneN', VabeR, N(ab)=(a+(1-b) Z()m—b

avec N(a,a) = 1 pour tout a

1



Et on a donc :

— S 1x (@) = N(z,2) = 1

ko ln” k=101 _ yn—k _ faN
.Bn(:c)—kz(:)nb() nk%% kka: z(1 - x) naa(:c,w)
_:I_; _ n—1 —
- n(z+ (1 - 1))
n k2 1 n n
B =3 S e =4 3 (§)e ta-or
kzj]n n? ;:% k
- el i i (k + k(k — 1)) zF(1 — z)*
Rk =\ k
ns 1 ON 2 k=2¢1 _ \n—k
== 8a(m:c)+ac Z() —1) ¥ ?(1 - x)
=i + 2 N(:z: z)
= |nz z? 5
_z z? 0°N z(1
2 a — ( ) ( - ) +1L'2
pa 2’ . .22 s n k 1
2¢me ¢tape : Majorer quand on "s’éloigne’ dez: Y b(z) < —5
0<k<n nn
lk/n—z|>n
On a d’une part
n 2 2
(%) : > (E —m) bE(z) = Z (k— - ka +z ) bt (z)
k=0 \" N
= B,(z%) — 22B,(z) + z°B,(1)
_ #(1l=u=)
T n
Et d’autre part :
NS T 1 1
(*x) = bi(z) < = (— — :l:> i(z) = —=z(l-17) < —
k,]k/nZ—-a:IZn 772};) & n772 TL’I72
On peut voir 1'expression B, ( Z f(k/n) b"c (z) comme un barycentre

des points {f(k/n), 0 < k < n} (car Zbk(x) = 1). De plus, les points les plus



k
"lourds" (ie qui vont étre les plus significatifs) sont ceux tels que ~ est proche de

z, d’apres (). Donc B,(f) (z) = f(z). On va formaliser cette approche :

3me ¢tape : Passer aux quantificateurs
Soit € > 0. Comme f est continue sur I = [0, 1] compact, elle y est uniformément
continue (théoréeme de HEINE) et bornée. On a donc

M >0, |f(z)| < Msur I et 3p>0,V(z,y) € I* (Jz—y| <n) = (f(=)-f(¥) <€)
D’ou, pour tout z dans I et pour tout n dans IN* :

|Bn(f)(@) — f(2)| = |Bn(f)(x) — f(x)Bn(1)|

<317 (4) - s thea
Se( 5 bz<z>)+2M( 5 bz(@)
k,|k/n—z|<n k,|k/n—z|>n

i 2M 2M
Se(Zbﬁ(z)) = B R —
k=0 1]

On choisit donc NV € IN* tel que 1%,—1:]’2 < € et donc :

nn?

Vn>N,Vrel, |B,(f)(z)— f(z)|<2e

et ainsi, la suite de polynémes (B, (f)), converge uniformément vers f sur [0, 1],
ce qui montre le théoreme de WEIERSTRASS

Références

[1] Xavier GOURDON Analyse 2éme édition, Ellipses, 2008 : page 231, exercice 8



