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Méthode du gradient & pas optimal

Emily Clement
3 octobre 2016

Référence : Optimisation et analyse convexe, Jean-Baptiste Hiriat-Urruty et
Oraux X-ENS Algébre 3, exercice 2.35

Prérequis : Inégalité de Kantorovitch, la (les...) démaonstrations sont 4 la fin.

,—[Proposition .1.] -

R* — R

1
z §<Ax,$>+<b,x>+c
ol Ae SIT(R),beR™ ceR

On pose la fonction f:

(P) Minimiser f(z},r e R"

1. (P) admet une unique solution T, caractérisée comme étant
["unique solution de I'équation Vf (z) =0

2. On proposera la méthode du gradient a pas optimal pour ap-
procher = : On construit une suite (xy) par récurrence :

zg € R” quelconque
Tp1 = T + e quand Vf (z) # 0

ou d := —Vf(xy) et f, € R est 'unique réel positif
minimisant ¢ — f(z; +1d;) sur R.

e

Remarque .1. La méthode converge rapidement pour cz {A) proche de 1,
lentement pour c; (A) grand.

Démonstration.



1. Montrons que f admet un unique minimum, et caractérisons le.

Différentiabilité de f et calcul de Vf (z), de V*f () f est qua-
dratique, polynomiale en z donc différentiable deux fois sur R™

flo+h) :%<A(a:+h),$+h>+<b,:c+h>+c
_ %(Ax,a:>+%(Asc,h}Jr%(Ah,h)+<b,:c>+(b,h)+c
= F(2) + (Am, B) + %(Ah, By + (b B
:f(m)+%<Ah,h>+<Am+b,h>

Donc comme, si f est deux fois différentiable en z, on a le déve-
loppement de Taylor-Young d’ordre deux suivant :

F@th) = f (@) = (TS @)k + 5 (VT (@) by )+ JhlPe (h)

o ¢ (h) — 0
on a bien ici que V3f (z) = Aet Vf{z) = Az 4+ b
Convexité de f : Vz,yc R*, VA c[0,1]:

FOx+(1—-Ny) = /\22<A:c,$> + A1 — X)) (Az, y) +

+ A(b,zy +¢) + (1 = )b,y + ¢
)\(_12“_}2 (Az, z)

+ %(Ay,w - MI; Y (Ay, v

+ A1 =N Az, 1y + A(b,zy+¢)+ (1 — (b y)+¢)
~2w) + (-0 - M e gz )
< Af(z) + (1= Nf(y)

car Ae SiTet0 <A<,
d’on

R

= % (Azr,z)y —

[FOa+ (1= Ny < Af@) + (1 - NFW)]

Ce qui montre la convexité de f.

Emily Clement page 2




Coercivité de f : Soit x € R", alors :

@) = |5+ Gy re
-t
> ¢ [CAz, 2] — 1, 23] -} |
> 3 Az 23] ~ [blll} - M

Amialz]? — 0] v +oo quand x| — +ao

|
= l§ {Azx,x) + (b, x>

W

2
H existe un et un seul z € R™ minimisant § sur R™.

Comme f est différentielle et convexe, T est I'unique solution de 'équa-
tion Vf{z) =0

La solution exacte de (P) est donc z = A~ b car Vf (z) = Az + b (A
est symétrigue définie positive donc inversible).

NB: f(7) — —% (A7, 5+

. En ce qui concerne la méthode du gradient & pas optimal pour appro-

cher la solution, on va tout d’abord montrer que :

(a)

F(zem) — F @) = [f (2x) — f(f)l[l—

(b) Puis montrer que, en posant (A;)

e ]
<Adk, dk> <A_1d;g, d}c>

ie[1] les valeurs propres de A,

A
rangées dans 1'ordre décroissant et ¢o {A) = )\—1 le conditionnement

de A, que:
flze) — F (@) < IS (m0) = [ ()] {m}

e — 7] < [Qf(%)n—f(f)r [c2 (4) - 1]"“

A Ca (A) +1
Bt ainsi conclure que la rapidité de convergence de la méthode.
(a) On sait que dy := —V [ (z3), comme z,.1 = x + trdy.

Caractérisons t;, :
1
Flre +tdy) = 3 (Axy + tAdg, o + tdk} + b, zp +tdy) +c

"3
- 5 (A )+ A+ b i) 1 f (o)

Emily Clement ' “page 3 o : IS



Cette fonction, qui est un polynéme d’ordre deux en £, admet un
minimum qui est :

[

t _ =
F T (Ady, di>

> 0

‘Trouvons une relation entre di, et les indices précédents -
e = =V f{T511)
— (Amk + b) — i Ady
= dj, — {1 Ad}

!dk—H =dy - tkAdkl

Donc on a immédiatement :

{dy1, dry = [ di]® — {d, Ady)

A
(Ady, diy

(i1, diy = 0]

Combinons tout cela dans f :

1
f ($k+1) = §t% <Adg,, dk-> + tx <A$k + 55 dk> +f (:Ek)
—_——

=fd|?
L |de? |di]* .
= 90Ady, o Adg.a T
T |lde]”
=) 570, 4o
1 g

[ {Trsr) = T3 0Ad, d>+f($k)

d’ot le résultat cherché.

lde|* }
{Ady, diy 2 (f (zi) — f (2))

Hm@ﬂ@—UM)f@ﬂ

Montrons 1’égalité finale :
<A_1dk, dk> = <A_1 (Alk + b) , Az + b>

=2 B (A, 2y + (b, 2> + %(A‘lb, b)]
=2[f (z) — [ (@)]

Emily Clement page 4




f @er) — £ @) = [ (z0) - f (@)] [1 " {Ad, di@ld dk>]

(b) Onpose Ay 2 - 2 M lesvp de A, ¢ = i:i (conditionnement de

A). "

f-—[Lemme .1 (Inggalité de Ka:ﬂtorovitch).}

Soit A une matrice symétrique définie positive, de valeurs propres
A1 = -2 A, alors i Ve R .

Jel? < (Az, @y (A2, 5y < {\/:\\:i ¥ \/gJ [t

A N el

Ady. di> (A=Y, dy> ) 2
(Ady, diy{ ey D) i[ /%+ /i_f g4
4
>

5 © {4)
(o (A) + 1)2

FEm injectant dans la derniére égalite obtenue :
Co (A) ]
(e2 (M) + 1)

<17 -1 @) 2]

Floww) £ @) < [ (o) = 7 @] 1-

Done :

e (A)—1 r"
(c2(A) + 1)

F o)~ F@) < [f (w0) = £ @) [

Emily Clement page 5



rmad ool :.'q:'ii‘i

Lien avec |z — | ?

i

Flon) = @) = Ak, + o+ £ ()

e _ %<A$k,xk> + %«4@ T o (—% (A'D,5) + c)
_ % KA (w6 — 7) 0> + (A (=) , ) + (A5, 6)]
_ %(A(a:k ) =T
car, comme —bh = AT :

(A7, by = (z, AT)

F )~ £ (@) = $halon 7

Remarque .2 {Un mot sur la convergence). On voudrait :

[l = (@)

s ————< < ¢{ une convergence rapide en fail
[0 f@ ~ 7 /

Il faudrait :
Ine

1
kz ———— ~c(A)/dln| -
21n (CE(A)*l) 62 ( )/ n (5)

ea(A)+1

Exemple .1 {Cas n = 2). Pour le cas n = 2, les courbes de f ressemblent
des ellipses trés effilées

Convergence de (), : lente, en zigzag.

Emily Clement page 6




»—[Lemme .2 (Inégalité de Kantorovitch).]

Soit A une matrice symétrique définie positive, de valeurs propres
A Z o= Ay, alors s Yz e R™

foff < (A a) (A o) < [\/;\: * \/;\\:] o

Démonstration du lemme de Kantorovich via l'étude de fonction.
C’est la maniére la plus courte de procéder.

Tronc commun aux deux preuves Tout d’abord, on se raméne an
cas [[z| = 1 en remarquant que :

o ) ()= oo

On doit donc montrer que, pour = € R" tel que |z| =1 :

2
1 o
1< {Az,z)y{A z,2) < 1VN + "

Inégalité de gauche : Minoration On écrit les coordonnées de z =
(z1, -+ ,%,)" dans une b.o.n. de vecteurs propres (4 € S, (R) donc on
applique le théoréme Spectral), on obtient alors :

_ Zn: (ﬁx)zn ( jA_)Q [Cauchy-Schwarz] -

Inégalité de droite : Majoration

1
Outil : Ya,b 2 0, Vab < 3 (a + b), en factorisant 'expression (=) par

M

Emily Clement page 7



%, le bouzin devient :

V5 (AT 3 — | 1 (Z j—:c) (Z ;‘Tx)

i=1

[Application de 'outil] :

1N (S A A
-3 A:(Z(Aﬁx-)%)

PFnsuite, on fait une gentille étude de la fonction bien posée :

[AI, An] — R
f: T )\_n
v Al x
— f eroissante sur [/\1, A/ A, )\n]
— f décroissante sur [\/Al)\n, /\n]

Maximum de f : en A; ou en A, (Au tableau : faire un tableau de
variation, mais le lecteur comprendra que sous ETEX, non.) or f (A\;) =

A
fOL =1+ A—l donc égalité, match nul, on retourne & la majoration,

1
on peut faire sortir tous les A; de la somme, done on le fait :

Vaan & Tem = g (1402 (Z x)

C'est done ce gue I'on voulait.
O

Démonstration du lemme de Kantorovich via élude des barycentres.
L’intérét de cette preuve est 13, certes, mais si le lecteur veut le mettre en

Emily Clement page 8




développement, celui du haut est plus gérable. Par contre celui 1a utilisant
les barycentre non improvisable, il vaut mieux 'avoir en téte/avoir la vision
géométrique n’est pas du luxe.

Comme dans la preuve précédente : on reste avec |z] = 1 et on expri-
mera nos vecteur dans la b.o.n. de vecteurs propres : 3P € O, (R), A :=
diag (A, -+, An) :

On obtient :

A =" PAP donc A™' =t PA™'P

{Az,z) = !PA Pz, zy ={A(Pz),Pz),{A 'z, zy = (A7 (Pz), Pr)

Posons :

={z ] =1} —
T — gy = Pz

P

P est une bijection de sur elle méme (le vérifier), donc on peut étudier que
Vy = (g, yu) € :

2

1{ /x hy

1< Ay, y)- (AT S Y SN
Ay, yy- Ay 4( . /\1)

On pose la fonction § : § — % . SOIL épigraphe :

0

.}»m ;&‘i

oo
&

1
My = ()\k, ——) = (A, 0 (Ap))pour 1< k< m.

M

On pose oy 1= yf, on a la combinaison convexe des A; et A\J* :

Ay,yy = Y w87y, 0 = Y ydNt
i=1 i=1

Emily Clement

page 9

Cela
revient A
ce quion
a fait an
début

de la
premiére

preuve...



On a posé M = (a,b) le barycentre des {My, o;),M et MM, sont dans D,
e domaine convexe.

On pose le point M, = {a,8(a)) le point du graphe # de méme abscisse et
M* Vintersection de MM, et de M;M,,.

Ainsi b = Zaii et f(a) = !

n
Z OJ:,-;A{,
=1

On peut voir 'ordonnée de M* comme un point de la droite MM, ce qui
donne :

> =

i=1

11 A
Gla) = —+——
(a) At A A
On a par le dessin/convexité/construction que Fordonnée de M est supérieure
a celle de M, :

Ce qui montre en somme la minoration.
L’ordonne de M™ est supérieure & celle de M done :

Donc :

; So1Y</1 1 XN\ AM+A-N)
(Z; O‘““i) (Z} O‘"/\T) A (AT T AV\W) -0,

Idem aprés une étude de la fonction

" u (A + Ap — )
Al/\'n
. . 1 + An _— . . ..
qui a son maximuin en d’on la majoration souhaitée en remplacant
\ par cette valeur. [

Que retenir de ces deux preuves ¢ La premiére est bien plus rapide, 'autre 4
le mérite de faire un dessin, mais mieux vaut expliquer 'idée car les calculs
sont plus laborieux, et Cauchy-Schwarz simplifie toute la vie plus haut dans
la premiére version...(mais &’il vous manque un ‘oraux X-ENS Algdbre 3’ le
développement de la deuxiéme version se trouve dans le Urruty donc cela
peut ‘sauver’...
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F[Théoréme .1 (Théoréme de sélection de Helly).} -

" Théoréme de sélection de Helly

Emily Clement
Master 2 MEEF

Bibliographie :

— Oraur X-ENS Analyse 2, Serge Francinou, Hervé Gianella, Serge Ni-
colas

— Analyse mathématigue, La maitrise de implicite, Frédéric Testard.

Soit (fy) suite croissante de R dans [—1,1].
Montrer qu'il existe une sous-suite de (f,) qui CVS wvers f :
R — [-1,1]

Etape 1 : Soit F < R dénombrable.
Soit (fn),,: E — R tel que:

ifu(z)| <1,¥neNvVzeE

Montrer qu’il existe une sous-suite de (f,) qui converge simplement
vers une fonction f: £ — R.
Etape 2 : Appliquer 4 £ =
Etape 3 : R\Q :
1. On prend x € R (supposé pas dans Q sinon le travail est trivial) et
on montre que si lim f = lim f alors (f, (z)), converge également
T— Ty
vers {.

2. On montre que P'ensemble des points qui ne vérifient pas cette
propriétés est dénombrable, et on réapplique I'étape 1.



Démonstration.

Etape 1
E est dénombrable, donc on a une suite (ry),., tel que

E=UT1‘,

kel

Comme f, est bornée dans F, f, (ry) est bornée sur R donc on peut en
extraire une sous-suite f, ) (ro) convergente, de méme pour la suite
bornée foomy (71} © fopou(ny (1), €t évidemment fiy 00, (n) (To) converge
également.

Au final en itérant ce procédé :

¥ p ENGYRelo r)  Sonopromopnip (k)

converge.
On pose donc la suite g, = fiyopiomopm(n), gy €st une suite extraite
de f. qui converge simplement vers une fonction f de F dans [-1, 1]
(les inégalités larges passent & la limite).

Etape 2
[Q@ dénombrable], [Etape 1] : (f.) CVS sur Q vers une fonction f :
Q — [-11]

Etape 3 : Soit z € R, on a deux cas :
1. lim f = lim f
T z4
On le traduit par : Ve > 0,dn > 0, Vi € [z—n,z+n] n Q :
)y —ligse O
On prend deux rationnels : un & gauche € [z —n,z] et un &
droite Bém [z, z + 7], par croissance :

Be
fula) < fulz) < fo (6)

ler, Be Q,(fr), CVS dans Q] :
EINQ;U,VTL;NO:

@) <fB)+e fala)z flo)—e
Donc: [ (1}
I—2e<fla)—ex<fulr)<f(B)+e<]+2

Done (fy),, converge vers [.

Emily Clement page 2




2. im f # lim f, donc par croissance : lim f < lim f.
z_ Ty z_ T4

Posons :D:=<{xe & limf < ]imf}.
X T+

D est au plus dénombrable, en effet :
[Q est dense dans R] donc Jg, € Q tel que :

hm f < g, <lim f
TT— X

sl on pose :
gq: T — (g
& |f croissante ] : ¢ injective,
D est donc dénombrable.

On ré-applique la question 1 : (f,,) admet une suis-suite qui converge
sur D, qui évidemment converge encore sur R\D.
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