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CHAPITRE 1

LES NOMBRES DE BELL

L’ objectif est 1’étude du nombre de partitions d’un ensemble fini. Cest également le nombre de
relations d’équivalence sur cet ensemble. Pour cela on utilise des séries génératrices. [Fra 07].

On appelle B, le nombre de partitions d’'un ensemble fini de cardinal n € N. Une relation de
récurrence entre les B, est établie dans la premicre partie. La seconde partie contient 1’étude de
la série génératrice exponentielle de la suite (53, et la troisieme présente la valeur des B,,.

1 Une relation de récurrence

[Lemme 1 (Relation entre les Bn).} }

V€N, By = Y _CiBy.
k=0

Fasananned

Démonstration : Par convention, on fixe By = 1. Par définition de B, il vient By = 1.

Pour k € [0, n], construire une partition de [1,n + 1] pour laquelle la partie de [1,n + 1] contenant n + 1 est
de cardinal k - 1 revient a choisir k éléments de [1, 2], puis & réaliser une partition des n — k£ éléments restants.
Ainsi, Pensemble Fy, des partitions de |1, n -+ 1] pour lesquelles 1a partie de [[1, 7 + 1] contenant n + 1 est de
cardinal k + 1 est de cardinal CX B, ..

n

Comme de plus, I’ensemble des partitions de [[1,7 - 1] est U Fy,, il vient ;
k=0

K n
Yn e N, By = Z CI;;BR_;; = Z C,ﬁBk {Par le changement d’indice £ = n — k. n
k=0 k=0

2 Ktude de la série génératrice exponentielle de (B,,)
+00 B
On pose f(z) = Z gz”

n=0

| Proposition 1. ) - =,i

Le rayon de convergence, R, de la précédente série entiére n’est pas nul et

Vz € |-R,R[, f(z) = e, (1.1)




2 Chapitre 1. Les Nombres de Bell

Démonstration :

Minorer le rayon de convergence de f revient & majorer les B,,. Montrons par récurrence que V. € N, B,, < nl,
Pour n =1 et n = 2, Ia propriété est vérifice,
Supposons, In E N, vk e N, k n = Bk < kL

Alors, By € ) CFk! = nl < {n-+ 1) etainsi, R >
_ }c)!

Calculons f (2 )pour z€]- R,R{.

Bri 1
Soit z € |—R, R|. Par définition, f (z) = 1+ Y otz
,,;) {n+1)!
. 7 = B'n.—{-l
De plus, f est dérivable et Vz € |-R, R, f'(z) = Z e
n!
n=0
1l vient donc f/ (z) = Z (Z CkBk) z" Z (Z A m—_T ) ",
no " n=0 \k=0

. . ‘o 2" /
On reconnait un produit de Cauchy entre les séries Z Hz”’ et Z i donc f'{z) = &* f (2).

La résolution de cette equation différentielle avec la condition initiale f (0) = 1 s’écrit f {z) = e¢* 1.

3 Valeur des (5,)

Théoréme 1 (Valeur (_:les Bn).}

1 +00o En
vn €N, B, Z o
k 0
Démonstration :
+oo 'n_z +oo 1 +o0 )k-
La série exponentielle a un rayon de convergence infini, ainsi, Vz € C, ¢ = Z Z | k;'
| =0 k=0
On considere la famille {u,, 1) défini = (nz)
1 a Un,k) (n, kyene définie par unp = ~—mhe.
+o0 +oo I ruz| +oo Inz|

insi |rez| € el Ll

Adnsi, Y €N, D funl = 2 T = " et 2 = e

Ainsi, Vz E {C la famille est sommable et done,

1 +oo /+oo ’I’Lk zk
Iz Z S ) = Z Zum o2 2
n—O k=0 k 0 I\,MO =0
1] vient donc le résultat par unicité du développement en série entiere de f.




CHAPITRE 2

LA FORMULE DE STIRLING

L’ objectif de ce chapitre est de démontrer que 1! ~ (E) " v 2mn [LF 72].
[

1.0
Considérons la suite (S,,) définie pour n = 1 par S, = In ( ﬂ;il )
n"re

Elle est associée & la série de terme général u, o0l u, = S, — Sp—1 = In (e (1— %)n_%).
Ainsi,u, =1+ (n—3)In (1 - 1) =0 (5%).

Ainsi la série de terme général u,, converge et donc, 35 € R*, nl ~ (E)n Sv/n.
Calculons maintenant la vg_leur de §. ‘

Onpose¥n € N, I, == /2 sin® (z) dz.

0
En effectuant une intégration par partie, il vient la relation [, = ;%In_l et donc partant de Iy = J
{

[
I2-1
=1 ™

Igp = ——”j;)‘““*““*** 2 .
H %
et I; =1, il vient, ¥p € N, ¢ =1,
I 2
Iy = —=

ptl

H%“l
=1

\
: T : " :
Comme sin (z) € [0, 1] pour z € [0, 5] , Ia suite I, est positive et décroissante.

o Iy I !
Ainsi, Vo2 1,1z 5ot done, lim 22 =1,
I, Iy n+1 n—+oo I,
2
I 4v (p)?
Mais, d’apres ce qui précéde, 1 = lim 22— lim ( w) ) — et dong,

p—+oo

Iy ot ((2p - ) (2p+ 1) 7

T 4 (pt)?*
— d’ol en appliquant la formule de Stirling 27 ~ 5.

2 - L2p 1
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