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AGREGATION DE MATHEMATIQUES - RENNES 1 - 2016/2017

Théoréme d’Abel angulaire et théoréme taubérien faible

Mathias Malandain et Thomas Pigné

8 décembre 2016

1 THEOREME D’ABEL ANGULAIRE

Théoréme 1. Soit 3 a,2™ une série entiére de rayon de convergence supérieur ou égal & 1, et telle que la série
2. ay converge. On note f la somme de la série entiére sur le disque ouvert D(0;1) et on five 0y € 10; Z[. Soit -

BDgy =D(0; 1) N {1 — pe®|p e R, 6 € [0p:00)}

alors lim  flz)= 3 a,
z—+1

ZEAQD

o) N
Démonstration. Qunote S = 3 an, Sy = 3. an lz somme partielle et Ry = § — Sy le reste correspondant.

n=0 n=0
Alors :

N v N
doan?" =Sy =aot y (Ru1—Rn)2" — (ao + D (Ros — Rn))
n=0 n=1

n=1

=

oy — Ra) (2" — 1)

]
ing

N—-1 N
= Rn(z”_i—l)—ZRn(z”—l)
n={ n=1 :
N—-1
= Y R, (" - ) — Ry (2 - 1)
n=0
N N1
D" =Sy =(z-1) 3 Ruz"— Ry (=N - 1)
n=0 n=0

o0
Par passage & la limite : f(z}) — S = (2 — 1} 3 R.2™ (car ¥ — 1 est borné sur Ag, et Ry tend vers 0}.

n=0

¢ Pour tout ¢ strictement positif, il existe un entier naturel N qui vérifie : Vn > N, |Ry,| < . Alors

N oo
lf(z) =8P <z —1] ( > Ruz4e 3 IZER)
n=0 n=N+1
o |z—1]
ffCZ)—S\s!z—uZmnHEl_M
=0

® Soit z =1 — pe?? avec p>0et § € [—fp;0]. Ona:

2 = (1~ pe®) (1 — pe™) =1 - 2pcos ¥ + p?

On a cosé > cosfg eb, quand z tend vers 1, p tend vers 0; pour £ < cosflp, cest-3-dire » suffisamment
proche de 1, on obtient :

z—1]
= Al

|z — 1] 2 2
7= =<
1—12]* ~ 2cos8—p ~ coséy




N
¢ On peut choisir a > 0 assez petit pour que ) |R,! < £; alors, pour z tel que [z — 1 <@, ona:

n=0

1f(z) - 51 < ot + % :f(u 2

o cosfg cos g

d’ou le résultat.

2 THEOREME TAUBERIEN FAIBLE

Théoréme 2. Soit } " a,2" une série entiére de ragon de convergence supérienr ou égal @ 1 et [ sa somme sur
TH0; 1). On suppose qu’il existe § € C tef que lm  f{z) =

r—1

<1

o
Sian =01}, alors la série 3 a,, est convergente et S an = S.

=0
N
Démonstration. On note Sy = 3, a,. Pour z €j);1{,on a :
=0
S 1) =3 0n = S = S ) 3 et
n=_0 n=0 n>N

n—1
Or(i—-#")={1-2) Y. 2 <n{l—z) (car 0 <z < 1). Dol :

k=0
N
[SNﬁf(l’)ES(]—_:r)Zn[anE'*‘Z lania™ < (L-zx Z [an!'f'z [an] 2™

n=0 n>N n=L n>N

Par hypothése, a, = o (%) donc il existe un réel M majorant la suite (n njon|), - Enoutre, > 27 < 3 g™ =
n>N neN
T%E' Ainsi, on obtient :
1
Sy — <l —m)MN + ———

s Soit € €]0; 1] quelcongue ; en substituant =, on a:

YN € N*,

SN—f(lfN)l<eM+E sup( lani)

Comme n |a,| tend vers 0 en Uinfini, i existe un entier positif Ny tel que sup (nlan|) < €2, alors on

n>No
obtient :
€
VN > N, ISN—f(LW)' < (M +1)e
» Par hypothése (et par continuité de f), hm i (1 % =5, donc :
IN, €N, YN > Ny, ‘f(l——) ST <
Par inégalité triangulaire, on obtient enfin :
YN > max (N, N1}, 1Sy — 8] < 15N ¥ (1 . “)1 + ’f (1 _ —) s[ M +2)e

d’of e résultat.

Référence : X. Gourdon "Les maths en iéte - Analyse”, 2° édition, Ellipses, 2008.
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Théordme 1. Pour tout entier n, on note By, le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments (réduit ¢ &
pourn =0). On a alors -

Foo 1

1
¥n e N, B”ZE;;O"H

Démonsiration. Nous avons choisi de mettre en évidence les quatre &tapes distinctes de 1a démonstration.
Relation de récurrence : Pour » fixé et pour tout ensier & inférieur ou égal 3 n, on note Fr1 l'ensemble des

partitions de {e1,...,en..1} dont la partie contenant e, est de cardinal égal & &+ 1. L’ensemble E des
partitions de {e1,...,ent1} est la réunion disjointe des Ej, ; ainsi :

By = Card (F) = ZCard (Er)

E=0
De pius, un élément de Fpry; est une partition de {e,... ,€nt1} déterminée de fagon unigque par la
donnée, d’une part des k éléments de {e;, ..., en } qui sont dans la méme partie que en+1, et d’autre part

d'une partition de I'ensemble des n — k éléments restants; on dénombre aingi les &léments de Fry e

Yk HO;TL], Card (Epy1) = (:) B, &

On en déduit la relation de récurrence suivante :

7 k3
el Bur =Y (1)Ena =3 (72

E=0 =0

Majoration : Prouvons par récurrence que pour tout n entier naturel, on a B,, < nl.
e Pourn =10, 0na By =1 = 0f par convention ; on peut également initialiser la récurrence pourn=1:
comnme il existe une seule partition d’un ensemble & un élément, on vérifie B; — 1 = 11.
® Supposons gu'il existe un entier naturel n vérifiant : ¥k € [&n], By <kl D'aprés ce qui précade,

on a : n
n = 1
k=0 k=0

Or VE € [0;n], ﬁk); <1, dolt Bnyy < (n+ 1), ce qui conclut Ia preuve par récurrence.

Bn

Etude d’une série entigre : Soit la série entidre 3 =

n>0
qui précéde, done, par le lemme d’Abel, le rayon de convergence de 3 %m" est au moins égal & 1.
n=>0

™. La suite de terme général %ﬁ est bornée d’apres ce

On note f sa somme, qui définit une fonction de classe C* sur | — 1; 1]. Caleulons sa dérivée sur 1—-11],
en réutilisant la formule de récurrence sur les B, :



Py = 3 Prtlye

>

1 Ly
—;ﬂawﬁ
_ B;, 1 o
_n>0\ )!
B, . 1,
Z wrE Z Py

n>0 n>0
[(z) = explx) f (=)

On reconnait lors de Pavant-dernitre égalité le produit de Cauchy de deux séries entitres de rayon de
convergence supérieur ou égal 4 1, done le calcul est valable sur | — 1; 1[ 1 existe donc un réel A fel que

i

flay= )xexp(exp(:ﬂ)) sur } —~1;1[, et comme f(0}) = By =1,0na A= 1
NI Rééeriture de f epi serle entlere siir D{0,1) : Pour z € D(0,1}, exp{z) est; bien défini, et comme le développement

en série entitte d6 1o fonction exponentielle est de rayon de convergence infini, on peut écrire :

e Tom rmeald
e VOO s b exp(:))"
O m&.ﬂgﬁ( explexp(z)} = > E__Pk({i
k>0 i
explkz
:Zm

1
P Kl

>z

B0 kl n>0

{kz)™
explexp(2)) = S5 _)

k>0 nz>D

7L

Or:

>3

E>Qn>0

= exp(exp{[z]}) < +oo

PR

On peut dong appliquer la formule d’interversion de Fubini, ce qui donne :

(o) = 3 5 Y
n>0 = E>0
On 2 aingi :
Brn o, L™k
veel- L D et =Y =y
n>0 P

Par unicité du développement de [ en série entidre sur | — 1; 1], on conclut :

i3

YnelN, B, =< Zkl

Référence : X. Gourdon "Les maths en téte : Analyse”, 2¢ édition, Ellipses, 2008.




