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Méthode de Newton

Théordme . Soient [ un intervalle de R et f: I — R de classe C2. On suppose qu’il existe
a1 tel que f(a) =0 et f'{a) > 0. Alors la suite définie par

f(zn)

anrl:wn-f,(a; )
m

est définie et converge quadratiquement vers a pour zy assez proche de a.

Prenve :
f' est continue en ¢ donc il existe 4> 0 tel que f' ne s'annule pas sur B{a, h). On considere la
fonction F définie sur B(a,h} par

=)
fiz)

Flzy==z

On a

Fla)—a_ @@ F@)+ @)
(=)
Par I'inégalité de Taylor-Lagrange en z, on sait que
SUPEB(q,h) if ”I

|z —al®.
2

1f(a) = f(z) ~(a—2)f (=)} <

Sup g |1

En posant M = — ,
szB(a.,h) ‘f’[

bien définie car f’ est continue et ne s'annule pas sur B{a,h),
on a
|F{z)— ] < Mlz—af”.
1
On pose T:iﬂf{h,ﬂ} et on prend z; € B(a,r) :

Mlzny1 —al < (M|zn —al)* < ... < (Mzg—a)?* — 0.

=00

D

Theéoréme . S5i de plus [ est convexe et f'(a) > 0, alors la suite {x,), converge vers a

pour tout zp € J := I [a,+ool. E

Preuve
J étant convexe, sa dérivée est croissante : Yz € J, f'(z) > F/(a) > 0. Ainsi, pour zg € J
guelcongue, on a

En+1:$n7fl($ )_x-n,.
n

En particulier, la suite {n)r, est définie et strictement décroissante ou constante 3 a. Par
V'égalité de Taylor-Lagrange, il existe y,, € [, 2] tel que

£ (yn)
fzn)

Tptl — G = (7., — a)2.
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La suite {zn), est & valeurs dans le compact [a,zg]. Ses seules valeurs d’adhérences sont les
points fixes de I. a étant l'unique point fixe de F, (z,), converge vers a. La convergence est
encore guadratique.

d

Remarque La méthede de Newton vient avant $out d'une vision géométrique. La

formule #p4; =, — j:,(f;;)) peut &tre écrite sous la forme f{zy) + f'(2n H{@ni1 —xn) = 0.

Zn1 est Pabscisse du peint d’intersection entre 'sxe {Ox) avec la tangente en z,,.
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Méthode du gradient conjugé

On se propose d'étudier une méthode de descente particuligre, celle du gradient conjugé. Le
probléme est, pour b ¢ R™ et A € S (R) une matrice symétrique définie positive, de résoudre le
systéme linéaire Az = b. Ce type de systémes correspond au probléme variationnel de minimiser
la fonctionnelle définie sur R™ par

1
Ve R?, J{(z):= EtwAm —rb.
En effet, soit z* I'unique solution du syst&me linéaire. Alors pour tout z € B™,
* lt [3 1t * *  box
J(z)—J(z )zixA.fc— mb—E::: Az®+ "%

1 ' 1
= Etch:c —lpdz* - itm*A:c* +i* Ag*
1

. (%A;,c otz Azt 4 %*Ax)

1 . w1 -
= 5a—a"Alz o) = S le—=lls,

avec ||yl{a = "y Ay la norme euclidienne associée 3 A. Comme pour toute méthode de descente,
on part de zp € R et on va construire Tp41 a partir de =, avec une formule de la forme

Tpy1 =z +agdy,

dy, étant la direction de descente, et oy, tel que J{zpy 1) = miIIR}{J(:ckJradk)}. Un calcul nous
e :

assure le lemme suivant.

Lemme . oy est caractérisé par
t
d};;?"k.;.l = 0J

ol rp = Axy — b le résidn associé & xp.

L'idée de ta méthode du gradient conjugé, c’est de construire dj.q 3 partir de dj de sorte
que dr.1 et di soient A-conjuguées, c’est 3 dire

Y Adg,. = 0.
On choisit dp = —rg comme dans les autres méthodes de gradient et dyq = —rg 1 + Bedy avec
B choisi pour vérifier la relation d’orthogonalité entre dy 1 et dy. Si dy # 0, il suffit de prendre
iy Ar
By = ﬁ. On doit s'assurer que dj, # 0 pour pouvoir calculer dg,;. Mais
LAdy

"dre = —'ririe + Bp-1 i 1rE = —triry = —||rg||2

par orthogonalité de dj et rg4y, ainsi dx = 0 implique 74 = 0 et donc z; =2* : on a trouvé la
solution. Le point clé de la méthode repose sur le lemme suivant.
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temme. Ona
3
TETh1 = O,

i lorthogonalité des résidus.

En effet, on a
. .
Tirhet = —dkTh1 + Br-1dk- 171 = 0+ Br—1dp—1 (ri + ar Ady).
Par orthogonalité de di_, et 3, il reste

¢ ¢
TErktl = Be_10g dp 1 Ad, = 0.

Thécréme . Pour tout z¢ € R?, il existe ng € [0,n] tel que zy,, = 2*. Cest-a-dire, la
méthode du gradient conjugé converge vers la solution en au plus n étape.

Preuve :
On montre par récurence que (rg,...,7y) est une famille orthogonale de ®™. Par construction,
ona

t‘T‘ka+1 =0 et tdk'rkﬂ =0.

Ainsi, T4 est orthogonal au plan engendré par ry, et dy. Or
Brdi—1 = dg+ 1%,

donc ry.q est orthogonal 3 dy 1 si Sy £ 0. Si B, =0, alors

0="d_1Ar, =" (Tk — Tk_l) = T

3
1 Qi

par orthogonalité de ry, et r5_4, et donc ri; =0 et fa méthode est fini. De méme, on peut diviser
par ag_.y car la méthode est fini s'it s'annule.

On a alors ry g orthogonal & Vect(rg, dg,de—1). On a

Tp—1 = Ai’:k_l —bh= A.’L‘,k; - akflAdkfl —b= T — ak—ldk—l-
Donc rgy; est orthogenal & Vect(rg, dg, dg—1,7%—1). En itérant, on a bien rp41 orthogonal 3
Vect{rg,...,mt), ce qui permet de conclure.

J

Remarque La méthode du gradient & pas conjugé est parfois considérée comme directe
parce qu’elle termine en un nombre d'étape fixe. Cependant, cela n'est pas vérifié en
pratique & cause des erreurs d’arrondi. II s’agit donc d*une méthode itérative et c’est
comre telle qu'elle est en général codée, avec un test d’arrét |14l <n. Dans la pratique,
ce test est vérifié pour ng bien plus pebit que n.



