






Théorème de Grothendieck

Kévin Le Balc'h

22 septembre 2074

Conterte: (Q,7,u) un espace probabilisé.
Prêrequis : Pour 1 ( p ( cp,

- Définition de U(u).
- U(r) muni de ll.ll, est un espace de Banach

- Théorème de graphe fermé

- Inégalité de Hôlder

- Quelques propriétés des espaces de Hilbert séparables : base hilbertienne, théorème
de Pythagore.

Théorème L. SoitT<p (*oo.
Tout sous-espace uectori,el fermé de U(u) qui, est inclus dans L*(u) est de di,mension

fi,nie.

Démonstration. : Soit S un sous-espace vectoriel fermé S de U(u) qui est inclus dans

L*(r).

Première étape : On montre qu'il existe une constant'e K > 0 telle que

v/ e ,S, ll/ll- < Klfb.
On définit

O:S-)L*
f *+ f

^9 est un sev fermé de U qui est un Banach donc ,S est un Banach.

-L- est un Banach.
O est bien définie par dêfinition de ,S (^9 c I-).
Q est linéaire.
Donc, par le thêorème du graphe fermé, pour montrer que O est continue, il suffit de

montrer que son graphe est fermé.
Soit ((/",O(/")) une suite de son graphe qui converge vers ff,g). Plus précisément, (fi)
converge vers / dans I? et (O(/") : T)) converge vers g dans ,L-. Mais comme la
convergence ,L* implique la convergence U car z est une mesure finie, on en dêduit par
unicité de la limite dans .Le qûe g : f .

Etdonc, g:AU):f.
Le graphe de O est ainsi fermé donc Ô est continue.
Il existe alors une constante K > 0 telle que

v/ e ,S, Il/11"": llo(/)ll- S /(ll/llr.



Deuxième étape : On montre qu'il existe une constante M > 0 telle que

v/ e s, ll/ll- s mljllz.

Distinguons deux cas.

* Si p ( 2 alors 7 < zlp, et l'inêgalitê de Hôlder implique

I Vf xt du <( [ ç171o12/r dfln/zç [ ÿ/Q-o) du)@-n)/z s ll/lli.Ja .Jo.'r', , 'Ja

En élevant à Ia puissance If p, on trouve

ll/ll, < ll/11,.

Ce qui donne Ie résultat annoncé en prenant K: M.
*Soitp>2.
Par définition du supremum essentiel, il alors N un ensemble de mesure nulle tel que

vr e f,i \ N, l/(")l < ll/ll-
On obtient donc

vr e o\N, l/(")l':v@)lo-'ll@)l' < ll/ll:;'ll@)l'.

On intègre ces inégalités sur 0 \ N, ce qui revient exactement à intégrer sur O comme N
est de mesure nulle.

I l/l l; < ll/ll';'ll/ll;.
On utilise la question prêcêdente pour obtenir :

ll/ll,_ < K,wllË < ll/ll5,ll/ll;.

D'où,
ll/11." < K't2lllllr.

On prend alors M: max(K, K'/2).

v/ e ,s, ll/ll- < Mlllllr.

Troi.si,ème étape : On considère (fi)r5r5, une famille orthonormée de L2(u), de fonc-

tions de ,9.

On montre que pour presque tout z de 0 et tous réels c1,. . ., c, I'inégalitê suivante est

vérifiêe :

fL

llc,tfl(r)|3 M rlDe
i:7

Pour chaque z, iI existe un ensemble l/, de mesure nulle tel que

Vr € 0 \ 
^/,, 

lfi(r)l < ll"f,ll*.



;

Alors par sous additivité de la mesure z, on

nulle.

Lrouve que est également de mesure

SoitadansQ':CI\

llcrf{r1l < ll » c,T,ll* < MllD"n[ollr: tt'r

i:1. i:l i:7

La dernière êgalité provient du théorème de Pythagore dans L2 en utilisant le fait que

(fi) forment une famille orthonormée de L2.

Quatrième étape : On en déduit que 7z < M2.

Dans I'étape 3, on remplace les q par f;(r) et on élève au carré, on trouve alors pour tout
z dans f,)', n n

rflnr"ll\'< M'\Totù'
i:1

On simplifi. pm f fo(r)'et on trouve
i:7

\-(/,("))' I M',
?-

et cette inégalité reste bien entendue vraie quana É(ntr))2:0.
i:7

On intègre alors sur f)', ce qui exactement pareil que d'intêgrer sur f) car Q' est de mesure

pleine. Et comme les /a sont de norme 1, on obtient

rflr
n: I ff f nfrll\ d, < M' I t d,u: M2.

Je -ro Jo

Ce qui prouve l'étape 4.

Cinqui,ème étape (Conclusi,on) : On a prouvé que toute famille orthonormée de ,S

possède moins de M2 éléments.
_il il^

On considère Srll 
ll2 qui est un sous espace fermé de l'espace de Hilbert L'(") donc est

lui-même un espace de Hilbert. Comme L'(r) est séparable, on en déduit qru,Sllll'urt
un espace de Hilbert séparable donc possède une base hilbertienne (to)n.^ qui est en

particulier une famille orthonormée donc possède moins de M2 éléments.

Maisuect{/,; ,e N}:§ll llz, et comme on aen faituect{fi; z e N} quiestun sev de

dimension finie (avec ce qui précède) donc est fermé d'où

uect{fa; ie N}:5ll llz.

_ll ll^
Donc S"'"' possède une famille gênératrice finie donc est de dimension finie.

a.Or ,S sev de 5ll'llz 6or. ,S est finalement de dimension finie. 
tr

Références: Maxime Zavidovique, Un max de Math, pages 180-..'
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Théorème de Riesz-Fischer

Kévin Le Balc'h

21 septembre 2014

Conterte: Soit (X, A,u) tn espace mesuré.

Prérequis : Pour 7 < P ( oo,

- définition de LP(u).

- tp(u) muni de ll.ll ,: ll.ll, est un espace vectoriel semi-normé.

- définition de U(u).
- I?(r) muni de ll.ll ': ll.ll, est un espace vectoriel normê.

- connaissance des thêorèmes de base de l'intégrale de Lebesgue : lemme de Fatou,

théorème de convergence monotone, inégalité de Minkowski.

Théorème l. Pour L < p ( oo, If (r) est un espace de Banach.

Démonstration. : Supposons d'abord que 1 ( p < oo.

Soit (fi) une suite de Cauchy dans I?(u).
Il existe alors une sous-suite Uo<") telle que

Vk > 0, ll/otr+rl - /ot*lll < 2-k ' (1)

Posons
N

g, : I l,fo«*+rl - loo,ll.
&:1

(g7y) est une suite croissante de fonctions mesurables positives donc par le théorème de

convergence monotone, (gN) converge simplement vers g : i l"fotr+rl - foroll.
&:1

comme (1) est vérifiée, l'inêgalité de Minkowski donne llgrll < l pour tout N.

Ainsi, par le lemme de Fatou,

I f î-

J ,ti^i"t do o, : J,f d, < lim inf 
J *nk 

du 1 7p : L.

Donc,

llgll < 1.

En particulier, g est fini presque partout. D'où, la série

/orol * I(/rru*,1 - {'orr>)

k>0

est absolument convergente pour presque tout z € X donc convergente pour presque tout

r€X(carCestcomplet).



On définit alors / par /(r) : /otol+î("fot**rl - laç,t)quand la série converge et /(u) : g

k
sinon (sur l'ensemble restant de mesure nulle).
Mais comme

N-1

foot-r I(/rru*'l - foa) : fôe,r),
k

on en déduit que

l@): rq1* lo<*t P.P.

Nous avons trouvé une fonction / qui est la limite simple p.p. de (/otrl).
Il faut maintenant démontrer (/,) converge vers f dans U.
Soit e ) 0, il existe alors n6 telle que pour tous n,m) no,lll*- f^n ( e. On a alors, en

appliquant le lemme de Fatou, pour tout m ) ns,

rlr
/ tim,inf llo<*t - f*l' d, : J*lf - l,,lo dz ( lim,,inf 

J*lf o<"t - l*lo du I ee -

Ce qui montre plusieurs choses.

T - f*e LP et donc / e LP car U esl un espace vectoriel'

lll - l*ll -+ 0 quand rn -+ +oo.
Ôe qui termine la démonstration pour 1 ( p < oo.

Pour P:6P.
Soit (/,) une suite de Cauchy de .L-.
ondéfinit-E: [l {" e X; l/r(")l S ll/rll- etlf*(r)- l"@)l < ll/--l"ll*}.

k,m,n

Par définition de ll.ll-, Ec est de mesure nulle.
(/,) est alors une suite de Cauchy de B(E,C) munie de la norme infinie usuelle (l'ensemble

des fonctions bornées de ,E dans C) qui est complet donc elle converge vers / pour la norme

infinie usuelle.
Posons alors /(r) : 0 en dehors de E.
Soit e > 0, il existe alors n6 telle que pour tout n ) ns,

vreE, lf"@)-f@)lSr.

Ce qui donne
Yr e X, V"@) - f @)l (. p.P.

D'où,

fif"- /11." < t'
tr

Théorème 2, Pour L < p ( oo.

Soi,t (f") une sui,te de I?(u) qui, conaerge aers f dans I?("). Alors on peut ertraire une

sous-suite (la<"> telle que (f6ç"1 conuerge uers f presque partout.

Démonstration. : Pour 1 1 p < oo, ceci va découler de la dêmonstration qu'on vient de

faire.
En eflet, (â) converge dans U(r) donc est en particulier de Cauchy, d'où grâce à la



démonstration précédente (texte en gras), on peut trouver une fonction g qui est limite
simple p.p. d'une sous-suite extraite Ua<A).
Or, en poursuivant la démonstration comme tout à I'heure, on voit en fait que (/r)
converge vers g dans .Le. Par unicité de la limite dans U (car U est sépa.rê car mé-

trique), on conclut que.f - g- Ce qui donne le résultat.

Pour p : oo, c'est beaucoup plus simple.
(/r) converge vers / en norme infinie donc en particulier elle converge simplement vers /
presque partout. Remarque ! Il n'y a même pas besoin d'extraire dans ce cas-là. 

tr

Rétérences: Walter Rudin, Analyse réelle et complexe, pages 83-84 de la 3ème êdition.


