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Théoréeme de Grothendieck

Kévin Le Balc’h
22 septembre 2014

Contexte : (2, F,v) un espace probabilisé.

Prérequis : Pour 1 < p < oo,

— Définition de LP(v).

— LP(v) muni de ||.||, est un espace de Banach

— Théoréme de graphe fermé

— Inégalité de Holder

— Quelques propriétés des espaces de Hilbert séparables : base hilbertienne, théoréme

de Pythagore.

Théoréme 1. Soit 1 < p < +o00.
Tout sous-espace vectoriel fermé de LP(v) qui est inclus dans L®°(v) est de dimension

finze.
Démonstration. : Soit S un sous-espace vectoriel fermé S de LP(v) qui est inclus dans
L>(v).

Premiére étape : On montre qu’il existe une constante K > 0 telle que

V€S ||flle < K|lfllp-
On définit

d : § — L™
f = f

S est un sev fermé de LP qui est un Banach donc S est un Banach.
L™ est un Banach.
® est bien définie par définition de S (S C L™).

® est linéaire.
Donc, par le théoréme du graphe fermé, pour montrer que ® est continue, il suffit de

montrer que son graphe est fermé.

Soit ((fn, ®(fn)) une suite de son graphe qui converge vers (f,g). Plus précisément, (f;,)
converge vers f dans LP et (®(f,) = fn)) converge vers g dans L*°. Mais comme la
convergence L* implique la convergence LP car v est une mesure finie, on en déduit par
unicité de la limite dans L” que g = f.

Et donc, g = ®(f) = f.

Le graphe de @ est ainsi fermé donc @ est continue.

Il existe alors une constante K > 0 telle que

V€S, [Iflleo = 12(f)leo < K[| fllp-

1



Deuziéme étape : On montre qu’il existe une constante M > 0 telle que

V€S, lIfllo < Ml[fll2-

Distinguons deux cas.
% Sip < 2alors 1 < 2/p, et I'inégalité de Holder implique

[ x1av < ([ (rpye anp | 12100 anen” <)l
Q Q Q
En élevant & la puissance 1/p, on trouve

1£11p < 1112

Ce qui donne le résultat annoncé en prenant K = M.
* Soit p > 2.
Par définition du supremum essentiel, il alors NV un ensemble de mesure nulle tel que

Ve € Q\ N, |f(@)] £ |[flleo-
On obtient donc
Vo € Q\ N, |f(@)P = (@)1 f@)]® < ||fIB>21F (@)

On intégre ces inégalités sur Q \ NV, ce qui revient exactement & intégrer sur ) comme N
est de mesure nulle.

A1 < A2 A11E.

On utilise la question précédente pour obtenir :

1F11B < KPIAIE < 1F1E A1l
D’ou,
1/1leo < EP2[|£]]2-
On prend alors M = max(K, KP/?).

Vf €S, [[flleo < M| S]]z

Troisiéme étape : On considére (f;)1<i<n une famille orthonormée de L?(v), de fonc-
tions de S.
On montre que pour presque tout x de € et tous réels cl,. .., c,, 'inégalité suivante est
vérifiée :

|2 i@l < M > a

Pour chaque i, il existe un ensemble N; de mesure nulle tel que

Vz € Q\ N, |fi(@)] < || filloo-
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Alors par sous additivité de la mesure v, on trouve que |J N; est également de mesure
i=1
nulle.

Soit z dans Q' = Q\ U N,

i=1

]Zszz(SU)[ < ZcifiHoo < M| Zczf1||2 =M Zcf
i=1 i=1 i=1 i=1

La derniére égalité provient du théoréme de Pythagore dans L? en utilisant le fait que
(f;) forment une famille orthonormée de L?.

Quatriéme étape : On en déduit que n < M2
Dans I’étape 3, on remplace les ¢; par fi(z) et on éléve au carré, on trouve alors pour tout

/
z dans Q,
n

Q_(fi(@)) <M} fiw)”

i=1
n

On simplifie par Y fi(z)? et on trouve
i=1

n

> (filz)? < M2,

i=1

n
et cette inégalité reste bien entendue vraie quand > (fi(z))? = 0.
i=1

On intégre alors sur Q, ce qui exactement pareil que d’intégrer sur § car Q) est de mesure
pleine. Et comme les f; sont de norme 1, on obtient

0= /Q(En:(fi(m))Q) dv < M2/ | dv = M2

i=1 Q

Ce qui prouve ’étape 4.

Cinquieme étape (Conclusion) : On a prouvé que toute famille orthonormée de S
_posséde moins de M 2 ¢léments.
On considére 51 qui est un sous espace fermé de l'espace de Hilbert L?(v) donc est
lui-méme un espace de Hilbert. Comme L?(v) est séparable, on en déduit que G2 gt
un espace de Hilbert séparable donc posséde une base hilbertienne (e;)ien qui est en
particulier une famille orthonormée donc posséde moins de M? éléments.

| Mais vect{f; ; i € N} = §H'|l2, et comme on a en fait vect{f; ; ¢ € N} qui est un sev de
*| dimension finie (avec ce qui précéde) donc est fermé d’otl

vect{f; ; i € N} = Erie,

{ Donc Giklz posséde une famille génératrice finie donc est de dimension finie.
Or S sev de 52 gonc S est finalement de dimension finie.

Références : Maxime Zavidovique, Un max de Math, pages 180-...



Théoréme de Riesz-Fischer

Kévin Le Balc’h
21 septembre 2014

Contexte : Soit (X,.A,v) un espace mesuré.
Prérequis : Pour 1 < p < oo,
— définition de LP(v).

— LP(v) muni de ||.|| := ||.||, est un espace vectoriel semi-norme.
— définition de LP(v).
— LP(v) muni de ||.|| := ||.||, est un espace vectoriel normé.

_ connaissance des théorémes de base de I'intégrale de Lebesgue : lemme de Fatou,
théoréme de convergence monotone, inégalité de Minkowski.

Théoréme 1. Pour 1 < p < oo, LP(v) est un espace de Banach.

Démonstration. : Supposons d’abord que 1 < p < oo.
Soit (f,) une suite de Cauchy dans LP(v).
1l existe alors une sous-suite (fyn)) telle que

Vk >0, || fopes1) — fomll <275 (1)

Posons

N
gn = Z |fotk+1) — fow)l-
k=1

(gn) est une suite croissante de fonctions mesurables positives donc par le théoréme de
+o0o

convergence monotone, (gy) converge simplement vers g = 3 | fs1) — fow)l-
k=1

Comme (1) est vérifiée, I'inégalité de Minkowski donne |[gn|| < 1 pour tout N.

Ainsi, par le lemme de Fatou,

/liminfgfv duz/gp dugliminf/gfv dv< P=1.
x ¥ z N Jx

Donc,
llgll < 1.

En particulier, g est fini presque partout. D’ou, la série

fo) + O _(Fatrn) = fow)

k>0

est absolument convergente pour presque tout € X donc convergente pour presque tout
x € X (car C est complet).



+0o0o
On définit alors f par f(z) = fso)+ > (fow+1)— fok)) quand la série converge et f(z) =0
k

sinon (sur I'ensemble restant de mesure nulle).

Mais comme
N-1

foy + D (Forr) — fowy) = Foavys
k

on en déduit que
f(z)= JHm foa) PP

Nous avons trouvé une fonction f qui est la limite simple p.p. de (fgn)).

Il faut maintenant démontrer (f,) converge vers f dans L”.

Soit € > 0, il existe alors ng telle que pour tous n,m > no, ||fr — fm|| < €. On a alors, en
appliquant le lemme de Fatou, pour tout m > ny,

/ liminf | fyn) — fm|" dv =/ lf — fm]? dv < liminf/ | sty — Foal’ dor K.
X n X n X

Ce qui montre plusieurs choses.

f — fm € LP et donc f € LP car LP est un espace vectoriel.
I|f = fml| = 0 quand m — +o0.

Ce qui termine la démonstration pour 1 < p < oc.

Pour p= oo.
Soit (f,) une suite de Cauchy de L.
On définit E= () {z € X ; |fa(2)] < [|felloo et [fm(z) = fa(@)] < ||fm = falloo}-

k,m,n
Par définition de ||.||c, E€ est de mesure nulle.
(fa) est alors une suite de Cauchy de B(E, C) munie de la norme infinie usuelle (I’ensemble
des fonctions bornées de E dans C) qui est complet donc elle converge vers f pour la norme

infinie usuelle.
Posons alors f(z) = 0 en dehors de E.
Soit € > 0, il existe alors ng telle que pour tout n > ng,

V€ E7 |fn(x) - f(il?)[ <e

Ce qui donne
Vo € X, |fa(z) — f(z)] < € pp.
D’ou,
1 fn = flleo < e.
O
Théoréme 2. Pour 1 < p < 0.

Soit (f.) une suite de LP(v) qui converge vers f dans LP(v). Alors on peut exiraire une
sous-suite (fo(n) telle que (fo(n) converge vers f presque partout.

Démonstration. : Pour 1 < p < oo, ceci va découler de la démonstration qu’on vient de
faire.
En effet, (f,) converge dans L”(v) donc est en particulier de Cauchy, d’ou grace a la

2



démonstration précédente (texte en gras), on peut trouver une fonction g qui est limite
simple p.p. d’une sous-suite extraite (fa(n))-

Or, en poursuivant la démonstration comme tout & ’heure, on voit en fait que (fy)
converge vers g dans LP. Par unicité de la limite dans LP (car LP est séparé car mé-
trique), on conclut que f = g. Ce qui donne le résultat.

Pour p = 0o, c¢’est beaucoup plus simple.
(fn) converge vers f en norme infinie donc en particulier elle converge simplement vers f

presque partout. Remarque! Il n’y a méme pas besoin d’extraire dans ce cas-la.
O

Références : Walter Rudin, Analyse réelle et complexe, pages 83-84 de la 3e¢me édition.



