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Chapitre 1

Développements

On peut proposer ces deux théorémes sous forme d’exercices liés au cours.

1.1 Inégalité de Hardy

Théoréme 1.1.1. Soitp > 1 unréelet f € LP(R, ). On pose F(z) = % / Flt)dr
T Jg
ona F e LP(RY et

[~ -\ [P in r P = '
[ 1F@ra < 2o [T i

v

De plus la constante ( £ 1);; est optimale.

p—
Démonstration La démonstration se fait en plusieurs étapes :
— On mentre le résultat en supposant f positive et continue (st réelle
bien sfir, i K = ¢).
~— Om en déduit le résultat pour f seulement continue.
— Om conclut pour f quelconque dans LP(R.) par densité.
— On montre que la constante est optimale.
o On suppose donc f continue et positive pour commencer. On en déduit
que par définition P est dérivable sur R et continue sur R, {prolon-
geable par continuité en 0, avec F(0) = f{0)). En la dérivant on obtient
P’équation différentielle
zF =—-F 1+ F (1.1)

AlngiVA >0 on a

A A A A
f FF— / Frolp / FPlp / gF'FPL (19)
Q 0 Q Y



Et en intégrant par partie la dernidre intégrale (on dérive x et on intégre
FIFPTty

A 1 L1 A
j[ cFFP = L L f fo (1.3)
o p P .Jo
Lt en regroupant (3.2) et (3.3) on obtient

A A A

- A

3’—1-j/ Fp:——Fp(A)—l—/ Fp_lfgf FPly
P Jo B 44 0

L'inégalité étant obtenue par positivité de f. On applique alors 'inégalité

de Holder.
p_l A A p—1 A 1
e R R At
r o o o

A P A
P < \P/ P
/0 (p‘lj 0 !

Ce qui nous livre le caractére LP de F et Vinégalité dans le cas f continue
et positive.

o Dans le cas o f n'est pas (réelle) positive mais reste continue on
applique ce qui précéde & ¢ = [f] continue et positive et & = ~ / &.

€T 0
Ainsi |F] < @ et done

jDA!Flﬁ<f:@°s(}%)p/fcpp:(;p—l)f’_/;iﬂp

Ce qui conclut la deuxiéme partie de la démonstration.

o On pose T : (R ) NE° — LP(R, ), f =+ F linéaire, continue d’aprés
ce qu'on vient de montrer; donc qui se prolonge linéaire, continue ot de
méme norme & LP(R) NE° = LP(Ry) par densitéd des fonctions conti-
nues a support compact dans LP(R,} (et donc des fonctions continues).

i—=

o Pour l'optimalité de la constante on pose f : z — Yo, 41277 pour
1> e >0 fixé. Qui est bien dans L¥(R4 ) de plus pour x €]0; A]
1 P g £ 4
B ==X ———3 " L A T
(z) =~ 1 s e 4G

donc

Ceci étant vral pour tout € on obtient bien l'optimalité de ia constante

()"

p—1




1.2 Un théoréme de Grothendieck

Théoréme 1.2.1. Soit (1, 1) un espace probabilisé et p > 1 un véel. Soit S
L¥(p) sous espace vectoriel fermé tel quen plus S C L®(u). Alors S est de
dimension finde.

Démonstration La preuve quon va donner se déroule en plusieurs étapes.
La conclusion peut se faire de diverses manidres, on indiquera quelques
variantes possibles. Voici les étapes :

— On morntre que [|.i| et |||, sont équivalentes sur S.

— On montre que |||}, et |||, soot équivalentes sur S (avec toutes ces
équivalences de normes on a déja un petit goiit de dimension finie).

— On se sert du produit scalaire induit par |||, pour majorer de manidre
uniforme le cardinal de toute famille finie Iibre.

o Etant dans un espace de mesure finie ||. loo st plus fine que || [

reste donc & montrer que |.[j, plus fine que {|.||,- Ona § C LP(x) tolme

done 5 est un espace de Banach pour la norme p.

Seit (i )n 6 S™ une suite de Cauchy pour la norme -1l e

Oz a |, < |-, donc c’est aussi une suite de Cauchy pour . i, or 8

agt complet pour cette norme done [ f, )y, adet une limite f. Ou a aussi

(Fa)n € (L%)N et L™ complet donc il existe f une autre limite de (Fadn

On a

15 = Flly <0 = Fally + {Fe = 7, < UF = Fally + e~ Fllo

il reste & faire tendre n vers I'infini. Ainsi on a f = f presque partout.
Donc (8, []-|o,) est aussi un espace de Banach. Donc on peut appliquer

le théoréme de Vapplication ouverte & id : (S, {...) — (S, |- ll,) qui est
blen linéaire continue et surjective, on obtient que id est ouverte Done
id ™ est continue aussi et donc les topologies induites par |1, et |,

sont les mémes. En général, un espace ne peut avoir deux structmes d’es-
pace de Banach dont I'une est strictement plus fine que Vauire.
Remarque On aurait aussi bien pu appliquer le théordme du graphe
fermé & id - (S, |} — (5, 1.].0), les vérifications sont les mémes et la
conclusion aussi.

Deux normes étant équivalentes si (et seulement si} elles sont topologi-
quement équivalentes, il existe donc une constante K > 0 telle que pour
tout f dans §

17l < K (171, (1.4)

© On montre raintenant que |||, et .||, sont équivalentes. On remarque
d’abord que, u(X) étant finie, on a L®(u} C L*{u), donc |||, est bien
une norme sur 5. Comine ci-dessus, il suflit de montrer que ||.|[, est plus



fine que |[.fi .. Sip < 2, ||.||; est plus fine que ||. ;> donc plus fine que
-l Supposons done p>»2.Vf € 5, 3V de mesure nulle tel que

Yo & N1 < 1l

Ainsi [ f()[P* < || Fi5, " et par suite

@)P < A5 ()

en intégrant

LF1E < e 113
Puis d’aprés la relation (3.4), on a K P || 7, <|If|[ et done,

K%, < HFIZ2 1712 En prenant la racine carrée de cette dernidre
on ¢idt la preuve ef ainsi AM > 0 tel que :

I flloe < M, (1.5)

o On peut alors munir § du produit scalaire induit par [|-[|,. ce qu’on fait.
On veut montrer que S est de dimension finie c’est-a-dire que le cardinal
de toute famille libre est majoré. Soit n € IN. On choisit (fi)ic(1,. a3
une famille libre de n vecteurs, qu'on peut supposer orthonormée quitte
A utiliser le procédé d’orthonormahsamon de Gramm Schmids. On veut
alors prouver que n est majoré. On peut choisit N de mesure nulle telle
que
Vo ¢ NV LA < il

(prendre V = UJ N, V; tel que vz € N, | fi(z)] < || fifl, et usiliser a
sous-additivité de la mesure}. Ainsi pour z € N fixg, ¢; des scalaires de

K.
| n n i
> filz)| < <M jz cifil| =
i=1 i=1 2
f% <M Zj gcj/glfifj =M ;Eaﬂ“

En particulier pour les ¢; valant respectivement f;(z)

SEP < M Y i)
i=1 i==1

Donge

>l < M7
=1




T
{toujours valable mé&me si Z [fi{z)]® = 0). Puis en intégrant

=1
n < M3

La constante M étant indépendante du choix de la famille (f,); on a bien
majoré de manidre uniforme le cardinal de toufe famille libre finie. Ce
qui serait contradictoire avec le fait que S soit de dimension infinie.
Done 3 est de dimension finie.

Remarque Signalons une petite variante dans le cadre oft & ¢ RY wutilisant
pas la structure hilbertienne de S mais des noticns de topologie faible et de
réflexivité. On ne se servira que de ce qui a été fait sur Uéquivalence des normes
oo et p, et on jonglera indifféremment entre chacune.

On remarque que les formes linéaires ¢, - €27 (1) — K dirac en 2 qui sont
bien définies sur €.°((2) (fonctions infiniment dérivables et & support compact)
et continues pour ||.[[_, et de norme 1 donc par le théoréme de Hahn-Banach
analytique on peut les prolonger & L% tout entier continues de norme 1. Donc
en particulier elles sont bien définies sur S. On rappelle que § est fermé dans
L#(p} done véflexif et done par le théoréme de Kakusani Ia boule unité de S
est compacte pour la topologle faible. En termes moins savants : de toute suite
{fn)r de la boule unité, pour toute forme linéaire ¢ de S on peub extraire une
sous suite de (fn, )z telle que {¢{fn, )}k converge. Ce que nous faisous : on fixe
(fan € Bg(0, 1) et pour les diracs citées plus haut en z par extraction d'une
sous suite on construit f(z) < 1. S étant dans L7{u) séparable il est lui méme
séparable. Donc f est une valeur d’adhérence de la suite (la séparabilité permet
d’utiliser le processus d'extraction diagonale pour construire une sous suite de
(fn)n telle que tous les diracs convergent pour cette sous suite ce qui n'est pas
faisable en général). On en conclut que la boule unité de S est compacte donc
par le théoréme de Riesz 5§ est de dimension finje.






