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Théorème d,Abel Soit ! an* une série entière de rayon de convergence ) L

telle que f, o,. converge. On note f la sorrme de cette sêrie entière sur le disque unité.
On fxe de € [0, fr[ et on pose

a,o: {re clt|<t et 3p>0,10e1-0s,0o1,2:L-N"}

(confer figure dans Gourdon). Alors on a :

lirrt ,-r lQ):Ër-.z€ago n:o

Démonstraüion. Notons ,S : »*5 an, S,.: Dto ax et Rn - S - ,S,. pour tout
n, € N. Pour majorer lf Q) - Sl, on va effectuer une transformation d'Abel en êcrivant
an : R*-1- À- pour tout z. Soit z e C,lzl< 1. Pour tout -l[ € N*, on a

(-""") -,s;v: Ë,r,-, - R-)(,*- 1): 
fiurn,.'- 

1) 
Ë 

R^e^ -t)
rv-l ]V-l

: » R^(zn+t - z") - R*(r* -1): ("-L)La^* -R1,(zN -1),
nÂ n:O

et en faisant tendre N vers *oo on en déduit

1@)-s:(z-Dîa** (*)
rÈ0

Fixons maintenant e ) 0, puis -À/ € N tel que lÀ"1 < € pour tout n > N. D'après
(*), on a pour tout z e C, lzl < 1,

tïe)-st 3t,-Lt 
I i"-"1* etz-tt (,Ë,,,,") =,,-r, (Ë ra"r)*.ffi (**)

Soit z e Aao, de sorte que z - 1- pe;ë avec p > 0 et ldl 10o.Onalzl2 --
7 - 2pcos($) + Ê, et lorsque p < cos(fls) on a la majoration

fr: #tr + lzl) : 2p"*#4(r + lzl)

< --:-. ----:-: -J-.2*{6 - p = ièos(îs) - cos(fls) - cos(2s)'



Choisissons maintenant a ) 0 tel que * (»il:. lÂ"1) < e. D'après tout ce qui précède

Vz €. A6o, l, - ll l min(a,cos(0ç)), ll/) -Sl S . * r#

u
Remarque La rêciproque de ce théorème est fausse. Par exemple, on a

*oo

. ti*f,Ë,I{-r)"r' - tirn,Ë,*:;
ÿz:u

et pourtant » (-1)" diverge. Cependant, le théorème suivant donne une réciproque
aflaiblie si an: o(L).

Thêorème Taubérien faible Soit ! anzn rrne série entière de rayon de conver-
gence 1 et / la somme de cette série entière sur le disque unité. On suppose que

ls e C, ,o*;;àf @) : S.

Si a, : o(f ), alors I a,, converge et S : I*î r".

Démonstroti,on. Pour tout n € N, on note ^9. 
: Ito a6. On a

Vn € h.l*, Vr e10,1[, S- - l@): Ë oo(t - *+) - f ooro
k:L /can-F1

et comme (L - *o) : (1 -r)(1+ r * ... + rk-l) < k(1 -a) pour 0 < r< 1, on en
déduit

- - r)ÿ*rrur* Ë 
klgxl rx < (1 - x)Mn * "1p:!z-k!!xl

k:'t x:i*, n nlL - fr)

où M désigne un majorant de la suite (klax) (elle est bien majorée car tend vers 0
par hypothèse). Fixons maintenant € €]0,1[. Par ce qui précède on a

I

Vn € rrl*,lS, - /(1 -;\1 Me * Y*!4



donc si Â16 est choisi tel que supl,2nklaçl < d (on peut car klapl--+ 0), on en déduit

vn ) r/0, la-flt- itl < (M +t)e

or /(r) .--> donc il existe Nl > Àh tel que l/(1-;) -sl < € pour tout tout n > l/r.
r-+7-

Ainsi,

vn >r/,, ls,-sl -. 1"" -f G-ill* lftt-il-rl <@+1)e + 6:(M+2)e



Théorème : (nombres de Bell) Pour tout z € N*, on
partitions de l'ensemble {1,..., n} avec pour cotrvenlion. 8s:
a"

note 9n le nombre de
1. Pour tout ,k € N on

Démonstrat'i,on- o Cornrnençons par déterminer une relation de rêcurrence
entre les 9n.
Déjà, on peut intuiter un peu en calculant les premiers termes 9r, 9z et 93:

-9t:7

-92 :2 : {1,} u {2} et {L,2}.

-92:5: {1}u{2} u{3}, {1,2} u {3}, {1,3} u{2}, {2,3} u {1} et {1.2,3}.

Pour ,k e {1, ...,n}, considérons I'ensemble -E;, des partitions de {1, ..., n -F 1}
pour lesquelles la partie de {1, ...,fl* 1} contenant {n* 1} est de cardinal /c+1. On
a card,(E) : (i)%"-o.
En effet, pour constituer la partie contenant {n -f 1.}, il faut choisir k élêments dans
{1,...,n} puis il faut réaliser une partition des n - k éléments restants.
Comme Eo,...,En forment une partition de l'ensemble des partitions de {1, ..., n * 1},
on obtient

en+,:Ë (;) en_k: 
à (i,)*.

eo ..}*2
:(-:o;

o On considère la série génératrice exponentielle de la suite (Qn)^ett

te):i4""H "t'
Etudions la rayon de convergence J? de cette série. On montre aisément par récurrence
que Vn e N, gn < n! (à l'aide de la relation de récurrence ci-avant). Ainsi .B > l-

(donc R*0).
Calculons /(z) pour z el - R, Rl en utilisant la relation de récurrente précédente.

lS"o
uL ntn:o

9*:



Par le théorème de dérivation terme à terme d'une série entière on a Yz el - R, R[,

r' e) :nT": 
Ë * (- (;)--),' : I (*#6- t) "

On reconnait dans le dernier terme Ie produit de Cauchy d" I ftz' et E # 0",
sont toutes les deux de rayon de convergence ) J?- On a donc

Yz el - R, RL, T'Q) : lQ)e'
Ainsi, il existe C e R tel que Vz el- R,Rl,l@): Ce"".En tenant compte de la
condition initiale /(0) : fio:1 on en déduit que C: 1. Finalement on obtient

Vz e) - R, Rl, f Q):L-""' - "e"-L

o On a pour tout z Ç C,

,"': S "n' :SS (")o" ?* "l _?1fo; ,r.Jnt

Considérons la suite double (un3:$#),,,nr.*r. On a, pour tout n e N,

+æ 
$l"rl* _etn,lf l"",ol :L n,*, nlÀ:0 k:0

puis

î'+:Ë#:e"'\',
n:O n:O

La série double est donc sommable pour tout z e C. Ainsi, on peut intervertir l'ordre
des sommations et en déduire que pour to:ut z e7 - R, R[,

t? ::-(Ë""-) ::-(Ë""-) :Ë(Ë#) #
_s+æ 9À -*- z-k:o -Ël'

Ainsi, par unicitê du développement en série entière on a

D

Référence : [Oraux X-ENS algêbre 1].

lS"o
e?ntn:0

fi*:


