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Théoréme d’Abel Soit Y a,2" une série entiére de rayon de convergence > 1
telle que 3" a,, converge. On note f la somme de cette série entiére sur le disque unite.
On fixe 6 € [0, 5[ et on pose

N, = {z € C'|z| <1l et p>0,30€[—0,60),z=1 —pew}

(confer figure dans Gourdon). Alors on a :

+oo
lim = f(2) =) an.

€260 n=0
Démonstration. Notons S = ::(’) Gn, Sn = D p_o0r €t R, = § — S, pour tout

n € N. Pour majorer | f(2)— S|, on va effectuer une transformation d’Abel en écrivant
an, = Rn_1 — R, pour tout n. Soit z € C, |z| < 1. Pour tout N € N*, on a

N \ N N-1 N
(Zanz”) ~Sy=Y (Rn1—Ry))(z"-1)= Y B =0= > Ru(z"—1)
n=0 =1 n=0 n=1

N-1 N-1
= Z R, (2" —2") — Ry(zY —1)=(2-1) Z R,z" — Ry(2N - 1),
n=>0 n=0

et en faisant tendre N vers +oco on en déduit
“+o0
fz) =8 =(2—1)>_ Rnz" (%)
n=0

Fixons maintenant ¢ > 0, puis N € N tel que |R,| < € pour tout n > N. D’aprés
(%), on a pour tout z € C, |z| <1,

tele-1 ( > Izl”) < 1) (Z anx)H'f_'li} ()

n=N-+1

N
F(2)-5] < la=1| 3 Rne®
n=0

Soit z € Ag,, de sorte que z = 1 — pe*® avec p > 0 et |¢p| < 6p. On a |z* =
1 — 2pcos(p) + p?, et lorsque p < cos(fp) on a la majoration

(1+]z]) =

Z—1 |z B )
T el ~ 1=l Spel(g) — PO 7

2 2 2
4 < = :
2cos(¢) — p — 2cos(6y) — cos(6y)  cos(bo)

1



Choisissons maintenant o > 0 tel que « (22;0 |Rn|> < e. D’aprés tout ce qui précéde
on a:

. 2
Vz € Agy, |2 — 1| < min(a, cos(bp)), |f(z) =S| <e+ Ecos(ﬂo)'
Remarque La réciproque de ce théoréme est fausse. Par exemple, on a

“+oo
1
lim =1 E (=1)"2" = lim 2= =
=0

1
[zl<1 lzl<1 ] + 2 2

et pourtant » (—1)" diverge. Cependant, le théoréme suivant donne une réciproque
affaiblie si a, = o(3).

Théoréme Taubérien faible Soit > a,2" une série entiére de rayon de conver-
gence 1 et f la somme de cette série entiére sur le disque unité. On suppose que

IS eC, limm-»llf(w) = 5.

. 1 . . +oo
Si an = o(;), alors ) a, converge et S =" a,.

Démonstration. Pour tout n € N, on note S,, = ZZ:O ar. On a

n “+o00
Vn € N, Vz €]0,1], Su—f(2) =D ax(l—2")— D apzt
k=1 k

=n-+1

et comme (1 —zF) = (1—z)(1+z+ ..+ 21 <k(1—z)pour 0 <z < 1, on en
déduit

n +oo
S0 = F@)| < (1= 2) D Klax| + > Kla] 1 o (1 = z)Mn, 4 S4Pe>nklak]
k=1 bl O n(1l —x)

ou M désigne un majorant de la suite (k|ax|) (elle est bien majorée car tend vers 0
par hypothése). Fixons maintenant ¢ €]0, 1[. Par ce qui précéde on a

>nklakl

Vn e N*,|S, — F(1 - E){ £ Moy 228
n

€

2



donc si Ny est choisi tel que supgsnklax| < € (on peut car klaig| — 0), on en déduit

Vn 2 No,

Sn—f(l—%)‘ < (M + 1)e

Or f(z) —, donc il existe Ny > Ny tel que | f(1—%)—S| < ¢ pour tout tout n > N,.
1"

Ainsi,

Vn>Ni, |S.—8]< sn—f(1—-:;)[+1f(1—§)—5[ < (M+ e+ e= (M +2)e

O



Théoréme : (nombres de Bell) Pour tout n € N*, on note %, le nombre de
partitions de ’ensemble {1, ...,n} avec pour convention %, = 1. Pour tout k¥ € N on

a

-+oo
1 nk
By, = — E ——
e n!

n=0

Démonstration. ¢ Commencons par déterminer une relation de récurrence

entre les 4%,.
Déja, on peut intuiter un peu en calculant les premiers termes %, %, et As :

—%1 =1
By =2: {1} U{2} et {1,2}.
By =5:{1}U{2} U{3}, {1,2} U {3}, {1,3} U {2}, {2,3} U {1} et {1.2.3).

Pour k € {1,...,n}, considérons I’ensemble Ej des partitions de {1,....n + 1}
pour lesquelles la partie de {1,...,n + 1} contenant {n + 1} est de cardinal £+ 1. On
a card(Fy) = (Z)‘@n—k'

En effet, pour constituer la partie contenant {n + 1}, il faut choisir k£ éléments dans
{1, ...,n} puis il faut réaliser une partition des n — k éléments restants.
Comme Ey,...,E, forment une partition de I’ensemble des partitions de {1,...,n + 1},

on obtient " n
n n
Brs=5 (k) 5 —F (k)@

k=0 k=0
=(nzk)

¢ On considére la série génératrice exponentielle de la suite (%,).cv :
+00
P n
f2)=> —=

Etudions la rayon de convergence R de cette série. On montre aisément par récurrence
que Vn € N, %, < n! (a l'aide de la relation de récurrence ci-avant). Ainsi R > 1
(donc R # 0).

Calculons f(z) pour z €] — R, R| en utilisant la relation de récurrente précédente.



Par le théoréme de dérivation terme a terme d’une série entiére on a Vz €] — R, R],
+00 —+o00 n —+o0 n
’ ﬁn—;-l 1 n L@k 1
= — T T — —_ ,@ n— e 7
ro-Soa 3L (5 (Dm) - L (S en):

On reconnait dans le dernier terme le produit de Cauchy de %zn et Y% qui
sont toutes les deux de rayon de convergence > R. On a donc

€]-R,R[, f(2)=f(2)€
Ainsi, il existe C' € R tel que Vz €] — R, R[, f(z) = Ce®. En tenant compte de la
condition initiale f(0) = %, = 1 on en déduit que C' = 1. Finalement on obtient

1 z z
Vz€]—-R,R[, |f(2) = —éee =e !

e On a pour tout z € C,

+o00 400 (nz)k
x Z ! Z Z nlk!
n=0 n=0 k=0

Considérons la suite double (u, i, = £%)(n kenz- On a, pour tout n € N,

k |nz|
ICWED I

puis
g z
n=0
La série double est donc sommable pour tout z € C. Ainsi, on peut intervertir ordre
des sommations et en déduire que pour tout z €] — R, R],

1 +o0o / +o00 +00 +00 +00 nk Zk
@ 5 (Sw) 15 (E) -2 (E5)
Z:zo %zk n=0 \k=0 k=0 \n=0

Ainsi, par unicité du développement en série entiére on a

1+OO %

B= 2

n=0

Référence : [Oraux X-ENS algébre 1].



