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Formule des compléments

Références -

Amar, Matheron, Analyse complexs, p 248-251
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Démeonstration. D’aprés le théordme des zéros isolés, It suffit de prouver Végalité pour z = & €10, 1. Soit done
a€]0, 1.

En utilisant le théordme de Fubini, on obtient :

oo +o0 10
(j tcr—-l —t (ii') (f Pl dS) r f P o 1 7tﬂs dtds
3]
Cr@emss
t

T(a}F{1l — )

Il

il

% = s+i :
On réalise e changement de varisbles douné par le systéme { v = 2 et dont le jacobien vaut
' T

i EOIAD 1 s I v w1

det(l —S)£=—+_=_+_: x

] - — 2

G | B T .
On en déduit denge -

oo _ dud +0 i e ) D d
R T A N L A
w1 e vy +1) J L vE{r+ 1)

Le lemme suivant termine la preuve.

0n a I’egahte suivante

3&"‘(1—3—15) sin',rcr_'-,-.-."” 7

P

- S dt
Démenstration. Vo €]0, 1, on 4éAnit I, = f —_—
it
I est bien deﬁ?le car c’est Pintégrale d’une fonction mesurable positive; on & méme I, < 4oc. En affet

~EATD est continue sur 10, +eof {done localement intégrable) ;
i

i
— Epd: m o1 qui ast intégrablecar 0 < e < |
1
— B 400 Py 5o AT qui egt intégrable car @ + 1 > 1.
Adrien LAURENT

ENS Rennes - Université de Bennes 1




M-} - €
On note £ = C\BY, on prend la définition de Pargument associée A 0 et on pote £ 1

ofl I'on convient 2% = 7*¢"™ quand z = re’®, ont 8 €}0, 2], .
La fonction f est holomorphe sur f\{—1} et posséde un piéle &
simple en —1 avec :

Res(f) —1} = %-i»IEl (1 + Z}f{z} B i — e—i‘aa

(-1}

Pour R > 1 et & < I, on définit Je chemin orienté {voir dessin)
Yer=0Ccu }Z&U Perwi g of:

o felpe [T L
o[ )
— Ip= [t 2e + VB -

— Ten = {Re®lf € [0, 5, 2n — O ]},

£
avec f, g = arctan (W) R

Le théordme des résidus donne done :

Flzdda = et

e

On va passer 4 la limite guand E — +oo et £ — 0.,

* Sur &, ona

1 Fatl-aj ’
e =
]j;;s USE £%(1 —g) rEE=m Ty —£ 20 0
«Surl.p,0n2 '
| 2 Rl
dzl € 2 dz| € 2r 2 — 0.
Jo fE e < — o

-Sarfzﬂ,ona

VRS 1

L:Hf(z)dz=f0 " f(szv.nt)d;:fo {Hd}a(lﬂﬂé)cﬁ_

Or (£ +0)° -2 #*, done comme
E

s 1
—_— ]l}t},vr}?‘_-‘g](t}f (S% 41} —= Fﬂyﬁ-*(#)*ﬁc(l s ;
7

i
—_ l}i}(},m}{f)}” {6'2. + i)! = 1§+* (t)m qui est iﬂtégrabie,

par théordéme de convergence dominge, on déduit :

Lirz { flzidz=1,
jff _

- = 7

s Enfin, de l= mdme facon, en utilisant le fait que {t — £0)* - t%eZ () onog
E—s

im | fz)ds = —e 2w,

ioa

Conclusion : en tenant compte de Torientation des intégrales, notre théordme des résidus donne

(1 — &) 1, = 2imeine,

On & done bien .

o T -
[kelyinss

i. H sst importens diinsister sur ce point! 3i Pon prepait s déternination sar ] — =, #[, nos intégrales ne seraient pas définies.
2, Clest ici gue notze définition de Fargumment sur 0, 21 prend du sens : dans Je premier cas, on est & partie imaginaire positive,
alors quiici on fend vers * 4 partie imaginairs négative.

Adrien LAUBENT - : 2 ENS Rennes - Unjversiié de Rennes 1
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