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2 Développement 1: Formule des compléments

Eiférence: Amar-Matheron
Soit o €]0, 1], La fonction f 1 £+ #_,_t)— est continue sur [0, +-oof. Quand ¢ — 0, on a folt) ~ L.
Par comparaison de fonctions positives, on en déduit que 7, est intégrable sur 16, 1L
De méme quand t — +o0, on a fo (i) ~ ﬁ est intégrable sur [1, ool
Alnsi [, est intégrable sur |0, +ool ot Vintégrale:
I — jﬁw 4t
p (141
est bien définie.
Lemme 2.1
1 Soit « €l0, 1], Alors:

7 __J/‘+°° @ 0=
“Th 1t sinma

Démonstration Soit 0 < & < 1. On va caleuler T, par le théordme des résidus.

Cn note {t = C\R* et Arg : {1 =0, 2n| une détormination de Uargument. Pour tout z € {1, on définii:
z% = |z|% explicArg(2))

fi1& — C

La fonction est méromorphe sur Q et posséde un unigue pdle simple en —1

L =*(142)
aved:
k]
Deal £ _ 1% — 1in | O R .
Res(/,~1) = fim (54 Df() = oz — ¢
Z——1 )

Sott € £]0,1[ et B > 1.
Onmote Ue={zeClzl=cet Re(z) <0}, Lp=[ie, VEE— € 1 id, Jop = [—ie, VEE — & — te] et
Dep =1z eC,lz| = R, Arg(z) € B r, 2(7 — 5. r)]} avec:

HE— 2
D’aprés le théordme des résidus, on a:
[ t@det | #dzs | p@dev | fio)de = 2o (1)
Jo, Jin IDo Jre !
ol orientation egt effectusde dans le sens direct,
On calcule snsuite sur les différentes parties:
| b opn/2 . .
f j f(z)dzi = {7 (ce™Yiec" dp
aeN IJ-?T,”?
< € [ : - % =
Jj €*]1 + ect]
T2 di
< e j ~
_«,7/2 €a\J. - "E)
et
<
1—¢

T Poesirel - B.Chabot 12/16
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Done Hm ;f F{z)dz = 0. Par ailleurs, on a;

= JOL
[ [ p2lm—Bsz) y N f
J! f(Z}ng ; - Jf f(geﬁb)éReud—t
M e |
I o il ei(l—aﬁ- {
- /2 R T R Woun2r—,2)] (‘v‘)df{
< InRl-=
- R-1

Ainsi quand € + 0 ot £ — 400, on a Jp, , flzjdz =G
Soit 1 €]6, +ool. Quand ¢ = 0, on a (£ +4€)* ot (¢ - ée)® tondent respectivement vers £ et (EeliTa

De plus, pour tout € > 0, on a:
_ : 1 .
ity pmm ()] < mgw,ﬁ](b)
car [t +de| > [t et |1+ ¢+ de] > [1+ 1. De mbme, on a:
} 1 \
=il gt < Eigy ol

La fonction £ mﬂ{& g](%) est intégrable sur R, par le théordme de convergence dominde, quand

£+ 0, cn a:
. \ S ” e e £t
lim flzjdz= | fli)dt et lim J(:/.')dz:—j S
e~} I G 2—3{} Jom 5 edro
Ceci car on tend vers £ 3 partie imaginaire négative.
Comme [ est intégrable sur R, quand R — +oc, ces deux ntégrales tendent respectivement [,

et —e— Ty

En conclusion, quand on fait tendre € — 0 puis 22 — toco dans la relation {1), on obtient:

—2emoe : —ime
(1 —e™*™\ ], = Zirce

— ey 1

I, = Hm S = 2 — — — —
1 — g X e gt ginmor

™

Théoréme 2.1 (Formule des complémenits)

Pour tout nombre complexe z € T tel que 0 < R(z) <1, ona:

v

(AT 20—
F\Z}I‘kl Z) = sin iz

Démonstration Par le principe des zéros isolés, il suffit de vérifier gue:
"

EG 'n__fa'nd._ }=*
Vo cit, 1, T(a)T'(1 — 2 Snlra)

14 = N T —tam—1 N ( !poo — it ] —ge1
Tegi(l—oy = et gy I pmtpl—anl g
< } {
Y '\jCF
- p )
= ] j’ 2715 %5 dids par Fubini
T

A% o . dE
= [ {8\ g%
B J[jU {S} e 4

T.Pawirel - B . Chabot 13/18
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o U= {(t,8} = R® | 5 > 0,¢ > 0}. L'application ¢ : (£, 5) — (s + £, L} est un Cl-diféomorphisme de
U sur U, d'inverse
wy u \1
(u,v) > | =—, ——
- 14y 1+u/
Le jacobien vaart:

{

de‘hk

Par le théordme du changement de variables, on a done:

i 1 s v+l

S s

g
i

-~ e o do
@I =] | X ar o™=, <aty

Dot
™ ™
a1 —al = =
(@l —a) sinw{l —a) shwre

T.Pautrel - E.Chabat i4/18
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3 Développement 2: Intégrale de Fresnel

Béférence: Gourdon analyse

Remargues

1. On peut justifier proprement la convergence de Vintégrale de Fresnel {via une IPP)}

2. On peut aussi prouver le vésultat par le théordme intégral de Cauchy en ntégrant la fonction

2 . PR . . 5 . s . "
J iz e ™ sur un chemin formé bien choisi. Tei on a choisi une démonstration raebtant en

oeuvre différentes techniques dvoquées dans Fexposé.

Proposition 3.1

oo

J

cos(z?) dz = /ﬂ sin{z*ydz = 2Y3

Démonstration
On pose
r .
Flty= j & dpdy
J[0.47
t i 1 77
foy=1{ ¢ d‘f?j{ﬂ:?}g Flryde

Objectif : Calculer ¢ = 'Ejm & d puis identifier les parties réelles et imaginairves.

On a par le théordme de Fubini:

Par symétrie par rapport 3 la droite y =z, on a :
P P -
£ty =32 j ez(f"‘ygf'dxdy
d¢

oli e = {{z,y) e R%,0<z < £,0 <y <z}

iz

n coordonnées polaires, 'enseroble §; est représentd par Psnsemble

+
i

Ky ={(r8) € ®*,[0,20]),6 <r <
.
On a:

Fi) = 2/ f & rdrdf
Ky

o

T.Pautrel - E. Chabot
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Ainsl:

A
0Ty = %sﬁ F(o)de
7 T T £2
= o2 Paplit \}dééz
4 7 Jo cos? 8 ;
. ’E‘_if%(f"T 1P &\
= i T/ 5\/; exp (Zc 82§> da}d@p

On procéde malntenant & un changement de variable :

;

r—= = df = cosfdr

cos§.

Done ;

by
—
]
g
I
]

cogff _cé) dd

Par ailleurs, ¢ = [ & dy converge donc [ est bornée en co. Done {7 —>if
v el

On s montré que F(f) = f{¢}* done F{T) = & J';; )3t

o+

. ™ T
E % T F ;.2 }
—— = (j{cos &% cosfidx | d
4 Ty s

I

Or f()2 —— ¢ = ([ ¢’ az)” done de C I{T) conv ussi 52
Ji} A e = { jio € onc S8 moyenne ge Lesare {{1) converge aussi vers ¢-.
— o0

s e, . s - - N : ‘x4
Par unicité de la imite de [{T}, on a ¢% = i7. Finalement, ¢ = L3¢

fa

1T

. B ne reste qu'a trouver le

signe. Pour cela, examinons le signe de la partie imaginaire s de ¢. On a:

£H00
5= ja
1 i/’TO‘G SL-iy;
2 Jg Vi

o

IQ(RTI-)'” gin 'y

L3 =1 2
dy par le changement de variables »° =y

n:gjﬁ-n'ir 2\/_
W R ST Y
”;OJZTL’JT 2 \,/_ V¥ 7‘-/“
et chague terme de la somme est positif. Donc on a nécessairement ¢ = ge%
Or,ona

) E15/_ 4‘/7\/— \/“/_ oo , pree
p=etT X = coszidr +14 § sinxide
- 7 T2z Ty fé e

En identiffant les parties réellss of imaginaires, on obtient :

T.Pautrel - ¥ Chabot
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