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Intégrale de Fresnel

Référence : Les maths en téte, analyse. Xavier GOURDON

2011-2012

On pose daus la suite :

(i) = f f ) dody
0P
t o g
() = / e 4z
0
1
1(1) = Z Rt

On cherche 4 montrer :

Théoréme 1
L’intégrale de Fresnel vaut :

o0
./ e’ dip = ~—\/7_Tei”/ 4
0

2

Démonstration. 1l est assez clair que F{t) = f(#)?. Calculons-la d’une autre maniére.

[0, £]? est symétrique par rapport & la premigre bissectrice, et donc, en posant A, = {{z,y) € RZi0gy<a<gt}:

Ft) =2 /f ei(m2+y2)dmdy.
Ay

La vision de z? + y? donne trés envie de passer en polaire. A devient alors

Ky ={(r,0) e R x {0,%] |0 < rcosd <t}
On a done, par changement de variables :

F(t) = f f " rdrdd.
K,

Par théoréme de Fubini (on est sur un compact) :

/4 tfcosf g
") = 2/ / e rdr | df
0 0
AN i2
= Z ; -1
/0 i (exp (zcos2 6) )
: /4 2
im ot
=7 Ifo exp (zmcoszﬂ) de




On a donc, en utilisant & nouveau le théoréme de Fubini ;

1) = %5 - %/:/4 cos(8) f (03;9) .

Lemme 2
o0 qp? .
p = fo e'* dx est semi-convergente.

Démonstration. On pose u = z%, Alors :
1 o0
0= wf eitey 112y,
2 Jo

qui est semi-convergente (faire une intégration par parties).

f est donc bornée sur BT, et done I converge vers %r en +0o.

Par ailleurs, on a
1 /T
nry=g [ fora
T Jo
, et f(£)? converge vers ©? en +oo, done, par théoréme de Césaro, I converge vers p? en 400,

Finalement, p = :i:{iﬁe'”’/ 4,11 ne nous reste qu'a trouver le signe. Pour cela, regardons

1 (e8]
s=1Im(p) = 5/ sin(z)z Y/ %dz.
0

On peut écrire

2017 gin g
5= ——du
Z LTlﬂ 2\/1_1’

2007 ging /1 1 g
-2/ ()

et chaque terme de la somme est positif,

D’ol le résultat.



Densité des polynémes orthogonaux

Anroine Louazel et Mathias Millet

Théordme : Soit p : [ = R une fonction poids. Si on suppose qu’il existe un réel @ > 0 tel que

fe“'x'p(x) dx < +oo,
i
alors 'ensemble des polynémes orthogonaux associés & p forment une famille orthogonale et totale

de I2(1, pdd), espace de Hilbert pour le produit scalaire {, } défini pour f, g € L2(1, pdA) par
(f.9) = [ 10086 p(x) dx
1

Preuve : On commence par noter que tout polynéme appartient & L?(I, pd4), donc en particulier
les polynémes orthogonaux : Par définition de la fonction poids, x v x™ € L (I, pdA) pour
tout n € N, donc les carrés de ces fonctions aussi. Le résultat s’en suit par linéarité.

Par définition, les polynémes orthogonaux P, associés & p forment une base orthogonale
pour le produit scalaire {, ). Pour prouver qu'ils forment une famille totale, nous allons montrer le
fait que :

{x > Py(x) :n e N} = {0},

ce qui démontrera le résultat (c’est I'une des caractérisations d’'une famille totale lorsque la famille
est orthogonale). Etant donné que les X¥ s’expriment sur les P, et réciproquement, il est alors
équivalent de montrer que {x — x" : n € N}* = {0}.

Soit alors f € L2(, pdA) telle que f: x" f(x)p(x)dx = 0 pour tout n € N. On veut prouver
que f = 0 presque partout.

On définit pour cela la fonction ¢ sur R par ¢(x) = f(x)p(x)1;(x) pour toutx € R. En
effectuant la majoration évidente suivante :

1
FGHp() <51+ IfO1p(x)

pour tout x € / et en remarquant que p et f?p sont intégrables sur /, on obtient donc le fait
que ¢ € L'(R,d4). On peut donc considérer la transformée de Fourier de ¢ :

P(w) = f, F)e 9% p(x)dx

pourw € R.

Posons maintenant B, = {z € € : {J(z)| < a/2} et on va montrer que § se prolonge en
une fonction holomorphe sur B,. Soient g(z,x) = f(x)e™**p(x) pourx € [ et z € By, et

F(z) = Lg(z,x)dx.

Montrons que F est bien définie et holomorphe sur B,,. Pour cela, on vérifie les hypothéses du

théoréme d’holomorphie sous le signe intégral :




- Pourtoutx €I,z — g(z,x) est clairement holomorphe.
- Pour tout z € By, x — g(z,x) est mesurable comme produit de fonctions mesurables

24 [
- Pourtoutz € By, |g(z,x)| < eEIxI| fx)px) etx — ezl [f (x)|p(x) est une fonction

intégrable sur [ qui est indépendante de z, En effet, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
1/2

f G IpCo) dx < ( f e lp(x) dx)m ( j FCOPp(x) dx) <o
La fonction F estldonc holomorphe sur Balet pour toutnn € N ei tout z € By,
FOU(z) = I%dx = (—{)"? fx"e"iz"f(x)p(x) dx.
En évaluant en 0, on obtient : ! I
FO0) = (0" [ 2f ) dx = 0
par hypothése sur f. I

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit que F est nulle sur un
voisinage de 0 et par le théoréme de prolongement analytique, il s’ensuit que F est nulle sur tout le
connexe B,,. En particulier, F est nulle sur I'axe réel et cela signifie exactement que ¢ = 0.
L'injectivité de la transformée de Fourier nous permet alors de voir que ¢ = 0 dans LR, dA) et vu
que p(x) > 0 pour tout x dans I'intérieur de J, on déduit alors que f(x) = 0 pour presque tout
x €l u

Référence : V. Beck, J. Malick, G. Peyré — Objectif Agrégation (2e édition) (pages 140-142}



