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DEVELOPPEMENTS POUR L'AGREGATION EXTERNE

Densité des polyndmes orthogonaux!
Lecons 1 209, 213, 239, 245, 201, 202, 207, 240, 244
[OA], exercice 3.7

Rappeis :
1. Pour I un intervalle de R, on appelle fonction poids une fonction p : I — R mesurable, strictement
positive, et telle qua Vn € N,J[}xi”p{x) dx < oo,

i
2. On note L*{1, p) V'espace des fonctions (ot on a identifié celles qui sont égales presque partout),
de carré mtégrable pour la mesure de densité p par rapport 4 la mesure de Lebesgue ; il est muni

du produit scalaire {f, g}, = fi flxig{x)p{x} dx. Crest un espace de Hilbert, qui contient les poly-
noémes. 0

3. I existe une unique famille {Py), ., de polynémes umitaires orthogonaux deux a deux, et véri-
fiant deg P, = n. On V'appelle “famille des polynémes orthogonaux associée 4 p”. On I'obtient en
appliquant le procédé de Gram-Schunidt 2 la famille {X7)

Théoréme
Scient I un intervalle*de R et ¢ une fonction poids.
On suppose : Jg > &]. Hp(x) dr < 00,3

el ity

Alors les polyndmes orthogenaux associés & p forment une base hilbertienne de L2(J, 2}

Démonstration:
EBtape 1: (P}, est une famille orthonormée ; il suffit de montrer qu'eile est totale.
On va montrer que Vect {(Py) oy est dense dans L2(1, g}, c’est-a-dire que Vect ({B,),.0y) = {0}
Par construction, on a : Vect {{Pa) .o} = Vet {[(X™),ong )
Onpose pourfout s € IN, gt x +— 37,

1. A quoi servent les polyndmes orthogonawx ? [Is apparaissent en intégration numérique {révisez Ia méthode de Gauss) et
pour Ia diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts dans une base hifbertierme.

2. 517 est compact, Uhypothése sur p est inutile et le théoréme est trivialisé par le théordme de Weferstrass.

3. Regardons un conite-exeniple (3 connattre, mais mieux vaut prendre le temps de bien faire le développement et se garder
ie conire-exeraple sous le coude powr les questions).
Prenons I = R etwixr) = »~ 1% une foncton poids sur R~ ; en faif, w ne vorifie gas Thypoethese d'4craserment, et on va voir
que les polyndmes erthogonaux pour @ ne constitue pas une base hilbertienne de L2 (1, w).

Bt o R
G“P‘:’S"f'l o sin{Zring ’

stonfiven € N,
(Fogad = | ¥sin(mingx-Brdx
Jogal = f % T Y X

= j}; e¥sinl2my) (¥} Vel dy  (onaposéy = Inxetdy = &fdy)

£ sy 2 . i . FPIENE R v s ?
= jRef”*‘JF‘?“ singZryldy fenutlise{m+ 1)y~ = el ;1} - {y-— nz i) pour Ia ligne suivante}
B (m+ 152 ( m+1YY .
_exp( 4 )/Rexp ¥ 5 }}sm{zw,dy
£ 132 i >4 N ! 1
29@({3171} ) jm.emf sin(2at+(n+1)mjdt {onaposéi=y - i;i; etds = dy
\ 2

= f_tantl ’{H‘E'I;’z {8
(-1 expgl i fRe stn{ 2wty dt

=0 (intgrale d"une foncton impaire intégrable)

Ainsi, { est dans Torthogonal de V'espace vectoriel engendré par les polynfmes orthogonaux pour %, sans pour gutant dlre
aulle dans L2(7, ).
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DEVELOPPEMENTS POUR L'AGREGATION EXTERNE

On va done montrer que VF € 12{1,0), Vi e N, {f.gn)p =0} = [f =10
Dans la suite, on fixe f € 12(1, p) et vérifiant Vi € N, {(fr8n)p =10

Etape 2: On pose ¢ = fpl;; monirons que ¢ € LYR).

. 1+1¢ ESlc
Rappelonsque:¥i € R™, £ % Ainsi, Vx € L ip{x}]| < U;( TR o(x).
Mais p est intégrable sur I (car cest une fonction poids) et p| f1° aussi {car f € L2{Ip)).
En conséquence, ¢ € LYR).

Etape 3 : On peut donc considérer sa transformée de Fourier § définie par: Vo € R, §lw) = }[ Flxye ™ p(x) dx.

On va montrer que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe Fsurlabande 8, = { zeC { Imz] < }

On pose, pour Z € By, g{z, %) = e % F(xp(x).
Déa, pourtoutz € By, ona:

[0 = [em=imiptar < feFistaieiax < f [eipian/ [ RoG ax <

Schwerz

La fonction F 5;“ : Eg(z, %) dx est donc bien définfe.

On va utiliser le théoréme d'holomorphie sous le signe intégrale

~ ¥z € By, x — g{z,x) est mesurable.

- Pour presque tout x € I, z — g(z, x} est holomorphie.

- ¥z € By, lglzx) < e (X |p(x) qui est une fonction de x, indépendante de z et qui n'a pas
oubli¢ d'8ire intégrable sur R.

Donc F est holomorphe sur B, of cofneide sur R avec ¢

Etape 4: Le théoréme précédent nous permet également de calculer les dérivées de F
¥ € N,Vz & By, F™(z) = (—1)" jg e EF £(x)p(x) dx
Alnsl, on obtlent, pour tout n € IN :
F(0) = (=" [ #"f()p(x)dx = (~)"(fognlp = O

Par unicité du développement en série entidre d'une fonction holomorphe, I existe un voisinage de

Osurlequel F =0

Par le théoréme de prolongement analytique, on en déduit que F = 0 sur B,.

Conséquernment, § = Fin = 0.

Comme @ est intégrable, on pewt invoquer Uinjectivité de la transformée de Fourier pour obfenir la
nullité presque partout de gsur R

Par :stmc‘e positivité de p, on en déduif que f est nulle presque partout sur I, autrement dit, f = 0

dans L*>{1,p).

Ce qui prouve le théordme. -

Références

{OA] V. BECK, | MALICK et G. PEYRE — Objectif Agrégation, 2° éd., H&K, 2005.
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DEVELOPPEMENTS POUR 1/ AGREGATION EXTERNE

Formule des compléments
Lecons : 236, 245, 207, 235, 239
TAM], section 8.4.4
Théoréme
On rappelle quon définit Ia fonction Gamma d"Euler par -

Vz € {s € CR(s) > 0},T(z) = f Fle—tds
0

On a V'égalité sudvante :

T
sin rz

Vze{seCi0< R{s) <1}, 7{z)f{1-2) =

On commence par montrer le lemyme qui suit.

Lemme
On a V'égalité suivante :
oo df T
” 0,1, / _
v €]0, 1 g #{1+5 sinza
Démonstration du lemume:

Ve £]0, 1], on défir -
Yo £il), 1|, on détindt [ ::f e
01 ondéfinit L = | = 4 A+s
Iy est bien définie car c’est Vintégrale d"une fonction mesurable posilive; on a méme [, < +oo Eneffet:

— ti m est comtinue sur [, +oof {done localement intégrable);

1
~Enld: ——— ~ f—ﬁ,quiestimégrabiecari}<m<1;

1 = i ¢ o i
— En +o0; ———’_5 e ﬁ,qm est infégrable cara +1 > 1.

i1 — C _ _ . .
z ‘{z b s 1 , it Fon convient 2% = reif quand z = re?, ot
i {14z}

Onnote (3 = C\R%V et §:

¢ €i0,2m].

i

La fonction f est holomorphe sur I\{—1} et posséde un pole
simpleen —1 avec:

Res(f,—1} = }iml (1+zjf(z) = -
b

i)
[
-

=

Pour R > 1, on définit le chemin vg = CR UI§ UTp U Iy, of1:

1 i fa 3
- —1 — i R, -

- [g-: {iijii;v"gz_%g;

RTR'

#ad fiie=

- g = {Reieéﬁ € 6z, 27— &3}},3&»’&5 fy = argsin

Le théortme des résidus denne deone

YR >1, ] flz)dz = dime 7
TR
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DEVELOPPEMENTS POUR UAGREGATION EXTERNE

On va passer 4 la imite quand R — +o0.

Tout d"abord :
AL FyAp— ()~
ﬂz}f’z f(—emweigdﬁ éfz R ae<m —+ 0
Z & R = % ] . 1 gl
: T (1) e e 1-% R
Aussi:
iRe? P2 R Ri-n
2} f P B S
/ f{ dzl Ebsql‘z —8g] w;Rxems {1 T Reig} < Jy R ll—i-Reisj elrd QE?ER — ij 0
/R - i SR 4
Deplus: [ flz)dz= [ R_;‘(i+t> dg:f‘f # !
Ji o & SRy

i 1
-8 = = +i] —3 Ag..i? ;
Jﬁrvﬁz—%zé(}f(R )Rﬁvw SR

1 s
3319 m__}{ )f( +§) ! < B]g_i{f}m gut est intégrable

Par &}.éazeme de f:cen?erge*me dominge, on déduit:

{ =
Rﬁ"‘m ,/ f z

- w0

~ ans . i F—
Enfin, de la méme fagon, en utilisant le fait que (& — b ey AR o g

-+t

; - — B
dm [ fEde = e,

Done {1 — e~ 3} [, = 2ime "™, c’est-a-dire :

Sin TT& =

Démonsiration du théordme:
DYaprés le théoréme des zéros isclés, I suffit de prouver égalité pour z = 2 €]0,1]. Soit donc & €]0. 1]
En utilisant le théordme de Fubini, on obtient :

T (1 —a) = {jukm it dz\i (j;ws“ae‘s ds) = Jéiﬂe j’:m P P T P
f—m FE { ) *(H"t)ds é_f

g

Cn réalise le changement de variables donné par le systéme {{ z i i +E et dont le jacobien vaut
i = %
1 i 3 I v w©v+i
] )lmieheiri=y
Onen déduit done -
dudo ptoe 1 +oo +o do
¢ _ e N s T = B
Ha)Tt—aj = f f v+1 ./s v%u-—:l}./i dudo J/{‘x ¥ {o+1)
sm e =
Références
[AM] E. AMAR et E. MATHERON — Analyse complexe, Cassini, 2004.
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