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Méthode de Laplace

Théoréme . Soient I =|a, b un intervalle de R, f: 1 — R une fonction continue et e C*IL,R)
tels que .

b
- VieRY, f 17 (@) Ddz < 0o
- ¢ {z)=0 = T =m0

- (g} > 0
- f{zo)#0
Alors
Py = [ f)etewa 2 Flao)e~teien
)i= [ fl2)e oo \ TpTag) ! FO :

Démonstration
Premier cas : p(x) = a2
On va décomposer F en deux intégrales telles que I'une soit négligeable par rapport & 'autve. On
aura alors un équivalent de ¥ en +cc. Soit 7 > 0 tel que [~mnl Cla,b], on a f Qa, o-t= R,

F(t) = f fl@)e™ @ dg + f L 5i(@)f (@)™ "z = B (1) + Fy(0).
Ja2| <oy 2|7

On s'intéresse tout d’abord & F), on effectue lo changement de variable 4 = /tz

1'/

Fu() = fk h(z)e=" dg = e /R h (-%) e du

ot A(z) = L{_, ;1 (2) f(z) est bornée car f est continue. On a alors :
-t h(t‘/‘—i—)e‘“2 admet une limite en oo qui est A(0)e~*’,

- 1‘1,(\%‘-)6"“2 < Ce= ot ¢ est le sup de f sur [—n, 7],

et on applique le théoréme de convergence dominée qui nous donne,

Re) e h(O)\/%— .

On s'intéresse ensuite 8 Fy, pour ¢ =lona

|Fa(t)] < f If(z)]e™ ell=82" gz < ol1-tir® 1f(@)le™" dz < Me—89",
|ty lefzn
2 ' K
I

Done
2

BE)| o Ml
BT [A®)

ce qui est équivalent quand ¢ — 400 &

My Let-tmt .
i t—o0

On a donc, puisque A(0) = £(0), F(t) Yoo f(O)\/%‘




Legon 239

Deuxidme cas : généralisation

On va effectuer un changement de variable pour se ramener au premier cas. On a F(t) =
b

F(x)e ™ dz, done on a besoin d'avoir (@) ~ p(zo) = u® = ¥(w)?, car on doit avoir 1(z) bien
dgﬁnie, done guelque chose de positif sous la racine {ce qui est possible puisque zg est le minimum
de @), c’est-3-dire,
ety { VR o>
—Jpla) —e(ze) sz <z

Alors
du

¥ (v-1w)’

avec & la limite de 7y en ¢ ot B la limite de ¥ en b. En effectuant un développement 3 1'aide de la
formule de Taylor on obtient

1 _ 2v/ple) —o(w) 24/ 720 (z — p)? _ 2
wiz) ¢'(z) s (o) —wo) Y ¢(w0)

o= »/c;ﬁ f (lf’"l(u))e"*“ze“*w{mo)

f(vtw)

est continue sur o, 8] (puisqu’il n'y a pas de probléme
v (p-1(w))

en Zg). On peut alors conclure grdce au premier cas, en prenant A comme "nouveau” f et 4{0) =

flzo}

Ce qui nous donne donc h{u) =

2z
" (o) 7

Arprication 0,1
LE4+1) ~ tle /2.
o0

i

On effectue le changement de variable z = tu

r(t+1)=/0

On applique alors la méthode de Laplace avee (u) = u—In(u). Ona ¢'(u) =1 -1 done 'unique
point critique de ¢ est 1. De plug ¢”(1) = 1 > 0 donc 1 est bien un minimum. On en déduit

400 o

+oa
ute—-tudu — ti+1 / etln(u)—tudu'

+
2te ?dr = 11 f
0

0

L(t+1),~ ity /2—:5* = ttet/2me,
{ea)




Densité des polynédmes orthogonaux

Théoréme . Soient I un intervalle de R et p: I — RY une fonction mesurable telle qu'il existe
a > 0 vérifiont / ePlp(z)dz < co. Alors Vunique fomille des polyndémes orthogonaus (P,),
I

vérifiant
Y >1,deg(P,) =n

forme une base hilbertienne de I2(I, p).

Remarque - Une telle famille existe. Pour une telle fonction p, on peut définir L2 (I, p} comme
les fonctions f telles que / |f@)Pp(z)de < oo, que Pon munit du produit scalaive (fig) =
I

f F@)g(z)p(z)dz. 8ielle vérifie Vn > 0, f |z[" p(@)dz < oo, alors L* (I, p) contient les polyndmes.
T

I
I va ainsi exister une unique famille de polynémes orthogonaux comme souhaitée, et on peut
Pobtenir en appliquant la méthode de Gram-Schmidt & la base (27),,.

Démonshration
La famille (P,), étant orthonormale, i suffit de montrer que Pespace vectoriel engendré par cette
famille est dense dans H := L*(I, p). Pour cela, on montre que son orthogonal est 'espace vectoriel
nul. Or, par construction, on a Veet(F, ; n > 0) = Vect{gn : @ — o ; n > 0), il suffit donc de
montrer pour f € H

VTLEO;(f,Qn}:O = f=0

On suppose f comme tells, et on pose w = fpl; : R — R. En utilisant I'inégalité

- NPT
Va,b R, ab <2 ;’b,
e 11 |f(@)?
+[flx
Vo eR, [p()] < L o1,

2
Cette derniére fonction est intégrable sur R car p et f?p sont intégrables sur I, donc ¢ € LAR).

Sa transformée de Fourier existe, elle est donnée par
ER, PO = [ f@a)e e,
I

On va la prolonger en une fonetion holomorphe sur B := {z € C; |Im(z)] < £}. Pour z € B et
z € I, on pose g(z,2) 1= e~ f(2)p(z). On a

ale| 2
l6(21)| = #2211 @)jo(a) < A (w)lp(o) < O )

done F; z 13 f 9(#,2)dz est bien définie sur B. On a

I
— Pour tout 2 € B, 2 — g(z,z) est mesurable,
— Pour tout z € I, z+» g{z, 2) est holomorphe.

afii 2
- OnaVz € BVe € I,|g{z,2)] < e—-i_zlﬁ—w)lp(m) qui ne dépend pas de z et qui est
intégrable sur I.

D’aprés le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale, I est holomorphe sur B et prolonge .
De plus, on a pour tout n € N

F) 0y ={-)" ffx”f(m)p(m)eudz = (=)™ {gn, ) = 0.

Or F étant holomorphe, elle est développable en série entidre au voisinage de 0, et ¥ est done
nuile. B étant connexe, on en déduit que I est identiquement nulle sur B, et ainsi @ Pest sur R,
D’injectivité de la transformation de Fourfer sur L1(R) permet de conclure.




