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Densité des polynomes orthogonaux

Maylis Varvenne & Caroline Robet

Théoréme. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids.
On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que

fe“'”'p(m)dm < 400 (1)
I

Alors les polynémes orthogonauz associés & p forment une base hilbertienne de L2 (L, ).

Rappels :

- fonction poids : p : 1+ R mesurable et strictement positive et Yn € N, ) [z[*p(z)dz < +oo.

- produit scalaire : (f,g), = [} f(z)g(z)o(z)dz.

Démonsiration.

e Soit f € L2(I,p), montrons que ¢ = fpl; est dans L'(R) :

2
On remarque que Vi 2 0, 1 < Kl—'%u, done pour tout =z dans I, on a :

F@le@) < 30+ @F()

Or, p et pf? sont intégrables sur I, on en déduit donc que ¢ € LY (R).
On peut alors considérer la transformée de Fourier de ¢ :

Yw e R, ¢lw)= [f(m)e'iwzp(m)dm

e Montrons que ¢ se prolonge en une fonction J' holomorphe sur B, = {z ¢ C, |Im(2)| < §} :

On pose g(z,z) = & f(z}p(2).

Vz€ B, Ve €1, ona: '
lo(z,2)| = || |£(z) p(e) < 2 {1 (@)lp(e)
SEDIEU?
D’aprds inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

/2

[ @lotone < (ferintaraa) v ([U@fstene)  <o0 @

donc
/|g(z,m){dw < o0
1

On définit alors la fonction F' par :
Yz € By, F(z)= feﬁ"”f(m)p(a:)d:v = fg(z, z)dz
! I

D'aprés (2), F est bien définie,

Vérifions que F satisfait les hypothéses du théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale :
- Vz € By, @+ g{z,a) est mesurable.
- Pour presque tout & € I, 2+ g(z,%) est holomorphe.



- Pour tout z tel que [Im{z)| < a/2, ona
l9(z,2)1 < e\ f(z)|p(z) € L'(1) (d"aprés (2))
Ainsi, F' est holomorphe sur B, et Ve N, Vze B,

FOI(z) = (~i)" fI a5 f (2)plac)de

On note g,(z) = 2", on suppose maintenant que
VneN, {(fign}p=10

e Montrons que f(z)= 0 pour presque tout z €1 (ie f = 0 dans L*(I, p)) et conclusion :
On a

FO0) = (=i)" [ 2" f@)pla)de = (—i)"(f, 920y =0 (pas hypothise)

L’unicité du développement en série entiére d'une fonction holomorphe assure que F = 0 sur un voisinage de 0.
D’aprés le théoréme de prolongement analytique, comme B, est connexe, on en déduit que F' = 0 sur B, donc
en particulier, F' = 0 sur R.

Polt ¢ = 0.

Comme ¢ est intégrable sur R, Pinjectivité de la transformée de Fourier dans L' (R) implique ¢ = 0.

Comme p(z) > 0 pour tout z € I, on en déduit que f(z) = 0 pour presque tout © € .

Ainsi, la famille g, est totale, les polynémes orthogonaux associés & p forment donc une base hilbertienne de

L3(1, p).

O
Contre-exemple. Lorsqu'on n'a plus Uhypothése : il existe a > 0 tel que [ el p{z)dz < +c0.
On prend 1=10,+c0|, et la fonction de poids w(z) = 1=,
Démonstration.
Solent f : z €l sin(2rln(z)) € R et go(z) = 2™
Montrons que {f, gn)w = 0:
(s gnw = /w" sin(2m In(z))z~ "™ de

1

On fait un changement de variable : on pose y = In(z), dy = d?w.
{fion)w = f e sin(27ry)e“ygeydy
R
= f ™Y sin(2my)e v dy
R
!n 2 n 2
= f e~ (v-=5) sin(2my)dy
R
On poset:y—-”T"H,
(mt1)? 2
{fogndw = e i feﬁt sin(2nt + (n+ 1)) dt
R b ~ -
sin(2at) cos((n4-1)x)
nt1)? -2 .
= ¢ 1 (~1)* [ e™" sin(2xt)dt
R
{(fign)w = 0 {car sin(2nt) est impaire)

Ainsi, la famille des g,, n’est pas totale dans L*(I, w).
La famille des polynémes orthogonaux associés 4 w n’est donc pas totale. O

Référence : Beck, Malick, Peyré, Objectif agrégation, page 140.




Formule sommatoire de Poisson

Maylis Varvenne & Caroline Robet

Théoréme. Soit f € S(R) := {u € C®°(R) | Yo, B € N, sup [z*0Pufz)] < o0}.

Ona: .
Ve eR, S flz+n)=)_ fr)ed™

nez nez
ou¥n€Z, fn)=["T ft)e 2mmtdt.

Démonstration.

¢ Montrons que ¥, 5 est de classe ! sur R :

Comme f € S(R), on sait qu’il existe M > 0 telle que pour |z} > 1.
Pour tout K >0, 0on a:
M < M
(x+n)? = (n| - K)2
M
(In| - K)?

Ve € [-K,K], ¥neZiq|n|>K+1, |flx+n)] <

done ||f(. + 7)o, e <

Ainsi ¥,z f{2 +n) converge normalement sur tout segment de R.

En particulier, 3,z f(% -+ n) converge simplement sur R, on note F' sa limite simple.

De méme, on montre que ., ., f'(z + n) converge uniformément sur tout segment de R.

Comme z ++ f(x +n) est de classe C! sur R pour tout n € %, par le théoréme de dérivation d’une série de
fonctions, on obtient sur tout segment de R, donc sur B :

Fest Cl et F'(z) = Zf’(:c + n).

ne&
¢ l-périadicité de I et conclusion :
Soit ¢ € R, pour tout N € N, on a
N Nl
Y. fetlimy= 3 flw+n)
n=—N n=—N+1

En passant & la limite pour N — -+00, on obtient F{z + 1) = F(x).
Ainsi, F' est 1-périodique.

Les coefficients de Fourier de # sont donnés par :
1 oo

1
VreZ, cp(F) = fF(t)e““""tdt:f Z f(t+n)e—2l'7rntdt
0 0

N=—00

400 1
= Z j -+ n)e ™ ™dt  (on peut intervertir par convergence uniforme}
0

n=—oo

i

+oo n41 i ,
Z f fwe~%™dy  (changement de variable u = ¢ +- n)
n

n=—0o0

+00 X
] f(u)e—m?rﬂudu

— 00

en(Fy = fn)



Comme F est C! et 1-périodique, elle coincide avec sa série de Fourier sur R.
Donc, pour tout = € R, 3, cz ca(F)e?™® = 37 o f(z +n). On en déduit finalement la formule sommatoire

de Poisson, & savoir :
Y et =3 f )

neZ ncZ

Corollaire. Dans S'(R), on a8z =3 ez 0k = bz

Démonstration.

+ Montrons que Jz est bien définie et appartient 4 &'(R) :

Soit ¢ € S(R), d’aprés la formule sommatoire de Poisson, on sait que .., ¢ (k) existe.
Donc (0z, ) = 3 iz est bien défini.

Montrons que §z € 8'(R) (c'est-d-dire que §z : S{R) —» C linéaire continue).

La topologie de S(R) est définie par les semi-normes || . [jnp * @ > sup,eg [2%0® (2)].
Or,
1
(Bl < Dl = 3 w7 lkPek)] + lp(0)]
keZ kezs
1
< (Z ﬁ) lello + llelog
ez
.:2)(-’%2

7.,.2
Gl < (1) moxlleluo s lloo)

Ainsi, dz est bien une distribution tempérée (la lindarité est claire). On peut donc calculer sa transformée de
Fourier.
¢ Montrons que dz = 8z

Soit p € S(R). On a:

(bz,¢) = (0z,%) (par définition de la transformée de Fourier dans §'(R))
= Y ok
kEZ
= Zya(k) (par la formule sommatoire de Poisson)
ke

(SZ.) ‘P) = (62) [P)

D’ol le résultat. ]

Références : Gourdon, Les maths en téte, Analyse, pages 272-273 (théordme) et Willem, Analyse harmonique
réelle, page 149 {corollaire).




