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Développement : Inégalité de
Yaung

Théoréme 0.1. Soient p,q € [1,00] tels que L + %
geLlietonpose L =14+ _1 Alors:

> 1. Soient f € L? et

1. f et g sont conﬂ;)labf,egs,
2 fxgel”
Sl Fxrgllr<l fllall glla
Démonstrotion. e On peut supposer r < co car le cas r = oo se résume

a Uinégalité de Holder. Ainsi soit p soit ¢ est fini. De plus, quitte 3
remplager f par |f} et g par [g]| on peut supposer que F > 0 ef que
g=0. T

» Cas particulier : p =1, 1 < ¢ < o0 et done r = g. Par Uindgalité de
Holder relativernent & la mesure fA {oft A est la mesure de Lebesgue),
on a:

i

f glz — y) f{ydy < ( / g%z ~ ) f(y)dy)e ( f Fly)dy)' ™=

et done
f [ f gz — ) F(y)dyl%dz < { f f g (z — y) Fly)dydz) f Fly)dg)*

Par le théordme de Fubini et par U'invariance de la mesure de Lebesgue
par translation, le terme de droite devient :

Do Usl 7 0l 750

Alnsi f et g sonf convolables et g+ f € L7 avec [ g f |[,<|| ¢ el F -
Lecas q—l 1 <p< oo etrhp est identique.

““““““““

. Cas plus gtnéral ;1 < p g oSZiDa,ns ce cas maz(p,¢) < r K oo0. On
crit

2 g 3 —_
fg=frgr fiorg'>

Puis ou applique U'inégalité de Holder avec les exposants r et v = =,

f Fle=nody < ([ Pl—ysma? [ = et ay

Puis on applique 4 nouveau Uinégalité de Holder dans la deuxicme
mmtégrale du membre de droite avee pour exposarts % et ﬂf—__%l- A

1



noter que ces exposants sont bien conjugués en vertu de la définition
de r.

[ 1@ 0o < ([ £ ([ puae
Finalement on obtient :

f ( [ &~ 1)g()dy)do < ] f £z — y)o()dydes | £ 777 g |7

On conclut par invariance de la mesure de Lebesgne et par le théoréme
de Fubini pour obtenir que f et g sont convolables, fx g € L7 et que

P F=gll=<ll fllall g lo-
O

Ce résultat est un peu court pour faire développement c’est pourquoci
Jajoute les deux corollaires suivants.

Corollaire 0.2. Soient p,q,7 € [1,00] el que % + % + 1 > 2. Soit s tel que
=t str—28ifelp geliethe L7 alors fx{gxh) et (fxg)=h
sont bien définics et sont dans L5, De plus

Felgxh)=(fxg)=h

La preuve revient & justifier Uapplication du théoréme de Fubini, il suffit
pour cela de reprendre les majorations faites dans la preuve précédente.

Corollaire 0.3. (L*;+;%) est un anneau commutatif non unitaire.

Référence : Hirsch-Lacombe page 149-151




Formule d’inversion de Fourier

Arnaud GIRAND

18 aofit 2012

Reférence
- [QZ07] p. 331332

Pour f € S(R} on définit sa transformée de Fourier comme suit -
foy = [ et

Proposition 1
Seit f € S(R).
Alors :

—~
o~

VoeR, fl@)= ()= 5 [ = Flt)dt

DEMONSTRATION : Pour £ > 0 on pose fx 1 t++ e eﬁmf(t)'. Alors :
— les fo sont L'
— f{t) - &= f(t) presque partout sur B
E—}H

— £l <1l € LM(R).

De fait, par théoréme de convergence _dominée on a8

5 | o 5 [ < Far

Remarquons 3 présent 4 présent que pour tout x € R on a:

/E; fk e e = F(y)ldydi < /1; e~ d fﬂ% ldy < oo

De fait, par théoréme de Fubini-Tonelli on a :

f o= 315\t 2 f f wo—a) o=t Fly)dydt

- = zt(:r—y} —gf o
=/ [ )y

= [ 1) f #E) < ey
2 g B

= 522 [ r)etsF gy (o ims)

= %/}Ee_ygf(z+2\/§y}dg via y — x + 2v/ey)

Une nouvelle application du théoréme de convergence dominée nous indique que :

L taravindy — [ e i) = vase)
B g— B

DYoi le résultat via la relation { 1 ).



Détails supplémentaires ¢

— Ce développement est trap court enm Pétat, I sera donc nécessaire de Tallonger le moins
artificiellement possible. Le jour de mon oral Q’agrégation, j’ai propoesé en premiére partie Ia
démonstration du fait que si f € S(R) alors f € S(R). On pourrait anssi inclure le calenl de
Pintégrale de Gauss "généralisée” {cf infra, ou alors la version avee prolongement aualytique).
Tous ces "petits" résultats se trouvent dans [QZ07] dans nn voisinage de la page 330.

— Il nous reste & justifier le calcnl de ‘}{Re’*(”“ﬂe‘s‘ﬁz t. Posons :

Hzy = f e g
R

Alors comme Ia fonction {z, £) = e~ %=t ogt 01 selon sa, premiére variabie, intégrable selon
sa deuxiéme et que sa dérivée Yen z" est dominée par ¢~ te—F qui est intégrable on a, par
théoréme de dérivation sous le signe intégral que I est de classe C! et que :

Flz) = fm %(e”“&ze_“z)dt

= f (—it)e Tt g
ke
— _i —itE i —et?
- 2e i3 € dt (ﬁ )ﬁ
= 52 %{e"*ﬁ:)e"Etz di en intégrant par parties
B .

— i i —itE  —at?

=5z /1;( ix)e e gt
x

=31

De fait I{z) = I(0)el®/%)/2 O -

1) = f i
"
1 /' B i
=— | e " diviat— —
Ve Jr VE
_ V¥
T WE
Don : JE
eit(m—y}e—sf:zdt =7 y—z) = _ﬁre(?f—x)zf‘zg
fR -2 =%
Références

[QZ07] Herve Queffélec and Claude Zuily. Eléments d’analyse pour lagrégation (Se &dition ). Du-
nod, 2007.




