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Théoréme de Welerstrass

Damien Le Gléau, Fanny Remoué

23 novembre 2014

Théoréme de Welerstrass

Toute fonction contimue f: [0,d] € R — C est Iinite uniforme sur [a, 8] d'une suite de

fonctions polynomes.

Démonstration.
Soit [ [0,1} -+ € une fonction continne. Ef soit (X, }nen une suite aléatoire indépendantes et
identiquement distribuées (iid} de loi de Bernoulli de paramétre z € 0, 1].

4¥1 + XQ + .+ A‘Yu. -
, Ia moyenne empirique de (X,,)n

Pogsons X, =
n

H
Posons pour tout 2 € 0,1}, P.{z) = E[f(X,)] = Z i (E) (A) aF (1 — )"k
oA/ \n
Pour tout ¢ > 0, on peut écrire :
B = f@)] £ E[IFE) = F@yx, en| + E 170~ F@ltyx, s

(2) (i)
Par le théoréme de Heine, £ est uniformément continue sur [0, 1].
Soit ¢ > 0, it existe donc & > 0 tel que pour tout (z,9) € R, je —yl <4 = [flz) - fy)] < ¢
Pour ce §, on a (i) <«

Soit M = sup [f(=)],
2£[0,1]

Ona (i) <2MP (IY.,_ -zl > 5)

2MVaur(X, " , .
< # par Pinégalité de Bienaymé-Tehebvchev

- né?

2M (1l —x) M
< — < .
- nd2 — 2nd?

Yol pour i asser grand, on a sup [§ {j"(yn) — f(i)] I < 2
relt, 1]
Vet f est limite uniforme de la suite de polyndmes (P,),,




Application :
1

Soit f:[0,1] = € une fonction continue, telle que pour tout » € K, f fiye"dt =0
i

Alors f est la fonction nulle.

1
La propriété vérifiée par f eniraine par iinéarité / F(t) " dt = 0 powr toute fonetion polynédme

0
P. D’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe une suite de fonction polynéme (F,), qui converge
uniformeément vers f sur [0, 1]. De plus f est bornée sur {0, 1} {continue sur un compact) donc la suite

1
de fonctions (f P, ) converge uniformément vers ff = |f|* sur [0,1]. Comme [ FOP,()dt =0
Jo

pour tout n & N, on en déduit :

n1 1
/ FORd = Tim / Fi8) Pald) dt = 0
30 0

JO

La fonction |f|* est continue et positive, done elle est nulle sur {0,1], d’ott f = 0 sur [0, 1].

| <&
1‘{@5 G 1T fJI“f‘ - Z_{‘ M)
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Théoréme de Fejér

=5 R—C

Soit f € Con (R, C). Pour tout k& € 7, on note e

L e
Pour tout n € N, on définit les fonctions :

i

Sﬂ - Z Ck(‘f)eka Cn

k=—n

_ S{) + 191 + ren ‘Jr AS‘-“
N n+1

1 /" i . .
{on o (f) = 7 / Ft)y e dt, sont les coefficients de Fourier de f}, et
E

n p -
= _ =~  S+..+8
Sn = E Ci:s Cy = -‘g-"?"?“:}j*{"*ﬁ

h=—n

Alors la suite de fonetions (€ ), converge uniforimément vers f sur R

Démonstration.

T

i )
1) Montrer que o Ch(i)dt = 1 pour tout n € N

e
4 -
=R

2) Montrer : Vo €]0, 7], () converge uniformément vers la fonction nulle sur [—-7, 7]\ [—a, of
3) En déduire le théoréme de Fejér,

. }L i ‘ 1 w
1)Ona — ep{tydt = 0 pour tout k € Z% et — / epl(t) dt = 1.
P ’ 2 o4
0 lut : Vn € N 1/ﬁﬁ'f)dt - ilfrg(i)dt 1
n conchut @ Vi € — Ualtydb = i Sy (t =
conclut : Vi € I, 5% [ Al w1\ ),

2) Soit x € R\ 277, on a:

s (In-b-1)iz _ —in {2z g ; 1
= T e imp € —1 e mrelnFeiz gy (n+ 5 )x)
Vi€ N, Sz} = @FE e g = 2

P Eia' -1 e% sin (%—)

% (i e(.’{:nL},)i:JJ)
1 r - l =D

Cofz) = : i(z) = 2
-+ ey 4 1 ey
1 sin ((jtzil’_) 2 -
: " calcul analogue & S, ()
n+1 sin (%)




~ 1
) <
()] < (n+ l)SiHQ(%}

On & done que la suite {C,,),, converge uniformément vers 0 sur [, a] \ [, o

Soit o €0, [, ¥n € W, Vu € [—m, a1} \ |a, of,

3)
1 & n "
Ynel, Veel, Sp(x) = o E (/ F(t)e ikt dt) el
T k=—n -
LT ) S - B de
= — o — £} dt
2 f o

et done ¥n € N, Vo € R,

1 T
Cofle) = o Jrj( )C'ﬂ x— 1) dt
1 7 - N
= on / flo—w)Chlwidu  cdviw =z —t, et par 27 périodicité de f et €,
= —5
Soit e > {). La fonction [ étant continue sur R et 27-périodique, elle est uniformément continue sur

R, et done, on a
Ao €0, 7L Viny) €R (Jo—yl<a = [fe) - Fly)l <)

f étant continue et périodique, elle est bornée, et on note A4, un majorant de [f| sar R.

On a alors pour tout z € R et pour tout n € N,
1flx) — Cule)] = IQ / (Flo 1)~ (=) Cu(d) r
7

1 “
21\1(',, (£} dt + / e O () dt
ot Sw 2m —

*Zfr,

M Coftydt ¢ {ef (1))

AN

27 Jazjtisn
Bt come (C‘n}.n converge vniformément vers 0 sur {—7, 7] \ [~a, af, il existe N € N tel que
=~ ' i ) %4
/ C, (t)dt < e pour tout 1 > N, de sorte gque |f{w) — Cu(z)l < ( ) ¢+ ¢ pour tout € R
<|ﬂ< T

et pour tout n > N.
O

eI ) b “ %k
Lol Gowdm p 2V

J H
U H
\
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Formule sommatoire de Poisson

1
f’(flj) - O|3:§ﬁ+oo (T'?)
Alors, on a:

nEZL

1
Soit f: R — C, une fonction de classe ¢ vérifiant F2) =01 gm0 | —5 ] et
, i+ 2

.i.. xJ

—x

Vz eR, Z Flz+n) = Z Fo)ed ™= on fin) = S()e™ ™ ¢
ned

Démonstration.

La série de fonction E flx +n) converge normalement (done uniformément) sur tout

ned
LY

. . M
segments de R En effet, si A > 0 est tel que [f(2}] < 5 p
T
K>0:

our [zf > 1, on a pour tout

M M

Veel-K K|, Yned, tgln|>K+1, |[fla+n)]<

(orn) = (- K

. . = . v .
En particulier, E fle + n) converge simplement sur R vers une fonction F.

nefd

De méme, g F(z+n) converge uniformément sur tout segments de R. On peut donc

nez

appliquer le théoreme de dérivation swr les suites de fonctions qui entraine que F est de

classe CF sur tout segment de R, done sur R.
Par ailleurs, F est I-périodique car si on fixe 2 € R, on a :

N N+1

VN e N, Z fle+14n) = Z flz+mn)

n=—N n=-—N-+1

En faisant tendre IV — oo, on en déduit I'(z 4+ 1) = F{a).

Les coefficients de Fourier de /' sont données par -




1 .
V€ £, ¢, (F) :/ F(t)e—mmn dt
a

+o0 1 ) —— )
= Z / f{t+n)e Pt car Z flz+n) vy g 01 g
‘ 0

n=—0s neZ

+00 41 N
_ Z f f(t)efzmm dt

f=—00

+oe e —2imn 1
= / f(t)efgm”" dt car If(t_)e 2 ‘tf = Ol o0 = o}

-OC

= f(n)

Et comme F est de classe G, sa série de Fourier converge uniformément vers F, d'ou

la formmule sommatoire de Poisson,

™

, 1
Application (ex 13 pi2 ily-queffélec)) : Soit a > 0, g
Application (ex 13 p120 (zuily-queffélec)) : Soit a > 0, Z PR

neL

T
= —cothma
a

Foo @

. _ 7 —3Zintx i
Posons () = e 271 fla) = f e fltydt = ——
f( ! ) - ) TT(&2+:1J“))
les hypothéses du théoréme précédent sont vérifides, donc on a :

E‘l’ 1 — E :()-—27{{{-’?’![ _9 E e*?'l’rﬂﬂ 1= 2 .
2 2 ! - ' 1 — p2nn
w (43 iz ) Q
v ned >0
= coth{wa)

D’on le résultat.

LA

?\QJ\: (:‘ (.}C-mé"lls'n o Lo
</ . , ) 1“ . f‘ ixl i r;
£as ( 4 Lidtéff 2 Pty

—
) 1+e e

o 1 — p—2na




