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Théoréme 1. Soit {(a,) une suite quelcongue de nombres réels ou complezes. Il existe une
infinité de fonctions f : R — C infiniment dérivables sur R telles que f(0) = ay, f'(0) =
L F™(0) = ap,....

-1
Lemme 1. La fonction ¢ définie par () = exp (?) siz#0, et 9(0) = 0 est infiniment
dérivable sur R, et elle est nulle & Uorigine ainsi que toutes ses dérivées.
Démonstration 1. ¢ est évidemment continue en 0, et indéfiniment dérivable sur R\ {0}, ses

dérivées successives étant, pour = # 0, le produit de e par un polyndéme en ot
Siz =0, (z #0), () = 0 cela entraine que ¢'(z) existe et est égal 4 0. ¢'(z)} est ainsi

définie et continue sur R.
Siz— 0, (z#0), ¢"(z) = 0 : donc ¢"(z) existe et vaut 0. ()} est ainsi définie et continue

sur R.
Ainsi de suite.

Lemme 2. Il existe une fonction ¢ infiniment dérivable sur R telle que pour tout x, on ait

0 < g(z) <1, que g(z) =0 pour |z| = 1 et g(z) =1 pour |z| < =

1
Démonstration 2. La fonction x — a(z) définié par a(z) = 0 pour z < ~1 ou z > > -5 et

1 1 . :
a(z) = exp (m o 1)2 — T 1)2) est indéfiniment dérivable sur R d’aprés le lemme 1.

Sa primitive Az} = a(t)dt est indéfiniment dérivable sur R, nulle pour x < —1, strictement
-1

, 1 1
crotssante sur {—1, 5 constante pour = 5

Afz)

La fonction paire g définie par g(z) = A 1) pour © < 0 a les propriétés requises.
'

Démonstration du théoreme
Posons f(z) = Zan oy g()\ ) avec A, = 1 sijan| < let Ay | | si |a,} > 1, et g la fonction
i’l

nz0
définie au lemme 2. On a, pour tout n, 0 < A, < 1 et |apjin <

L .. z® T
La série converge normalement sur R car son terme général un(”c) =0n— 4 (A_) est nul pour
n! n

| In n—1
Gy n

n!

2 A et |ua(z)] <

R.
Remarquons que f(x) est nul si || > 1, tous les u,(x) étant nuls.

1 . . .
qui est < < i sin 22 1. f est donc une fonction continue sur

o0
Considérons la série Z ul (2).

)= 5o () rengamaye ()



(seul le premier terme existe si n = Q).

Notons M, ..., My,... les maxima de |¢|,...,|¢"™|,... sur [-1,1} (ou sur R). g (f—) et
Tt

q (i) étant nuls pour |z > A, on trouve pour n 2 2, en utilisant les propriétés 0 < A, < 1

T

et laq| A, € 1,
Xnu2 An—2
/ < B M n____
lun(w)l nl 1+ (TL _ 1)!:
donc |u, (z)]| My + L Ceci vaut pour tout z € R
EAT L (=10 '

lug| et ||, continus et nuls en dehors de [—1,1], ont des maxima qu’il est inutile de préci-

5er,
+oo

La série Zu;(m) converge normalement sur R; f a donc sur R une dérivée continue f' et

n=0

fla) =) uy(x).

+oo
De la méme fagon on prouve que la série Zugf)('c) converge normalement sur R, quel que
n=0

soit Pentier k& > 0.
En effet, pour n > k, la formule de Leibniz nous donne :

—1 n—k
W) m g | g0 EY R aenfEN o, T (@
(2} = an [n!)\ﬁg (An)+(n—1)!A};“1g WY A~ TR S

: M, kM,
et @) < TF -+ o=y

[ est donc infiniment dérivable sur R, et les dérivées successives g’obtiennent en dérivant terme
4 terme.

1 . .
A+t rpsaraTE qui est le terme général d’une série convergente.

. ape®
Pour le calcul de u£(0), on peut remplacer u,(z) par %, qui coincide avec u,(z) dans

Vintervalle —%, %’3 , donc ut(0) = 0 si n # k et uf(0) = ay.
Donc £(0) = ao, f(0) = a3,..., f&) = a,....

On a ainsi construit une fonction f répondant & la question, et le lemme 1 nous permet d’en
construire une infinité d’autres de la forme :

s flz)+Ce = (CeR)



Théoréme 1. Toute fonction rélle ou compleze définie sur un intervalle fermé borné [a,b] de
R est, sur cet intervalle, limite uniforme d’une suite de polynémes.

Démonstration :
Nous procéderons en plusieurs étapes :

Btape 1 :
On suppose @ = 0 et b = 1. On généralise en faisant le changement de variables 2 = a + (b— a)t.

Etape 2 :

Soit n € N*.
Pour toute fonction f réelle ou complexe définie sur [0, 1], on définit le polynéme suivant :

Ln(f) M Pn(w) = ZC:_:J" (g) .GL‘k (1 _a:)n——k

les C¥ atant les coefficients du binéme (z -+ y)™.

Ona:
21 - "’)P'(:c)._(i m)ZC*k’ (k) at(1— )t mZC"(l——) ("“) ah(1— )k

Or, en posant zf : £+ zf(z), on remarque que :

L(af)(e) —(1—m)20* F(§)era-ar s

On en déduit :
(1 — z) dLy, (f)

n dz
On peut ainsi faire les calculs suivants :

n
Lp(1)= Z Chak(1 — z)m*
k=0

Ln(®f) — aLn(f).

=(z+{1-z)"
=1
_ #(1 —z) dLy(1)
Ly(z) = - ot &L, (1)
L.(z%) = z(1 )dL;gE ) + &l ()




De plus, en remarquant que :
n k 2
Z ck (ﬁ - ’B) (1 —2)" " = Ly(a?) — 2zLa(2) + %Ly (1)
k=0

On obtient :

S (f”i - :r;)zfck(l . G} (1)

Etape 3 :
Soit f une fonction réelle ou complexe continue sur [0, 1], et soit P, = Ly, (f} le polynéme associé
correspondant & Pentier n. On va prouver que la suite (Py)nen+ converge uniformément vers f

sur [0, 1].

Tout d’abord, on remarque que :

Po(z) - f(e) = go’” (f (;’z—) - f(:c)) aF(1 — ) F

La fonction f continue sur [0, 1] y est uniformément continue.
Soit ¢ > 0. II lui correspond 7 tel que : pour tout z et tout =’ de [0, 1] vérifiant |z — 2'| < 7, on

ait [f(z) — fl@) <&
Soit z € (0,11 Soit K = {k < n/ ( ) fla)] <

Donc :
> (#(E) - ) ot - oy < e Yo chata -t =
kel n k=0

Quant aux valeurs de k tel que k € K, par I'équation (1) et en remarquant que le maximum

de (1 — )
n

< n}. Pour tout k € K, on a

~

k
——Z
n

1
est atteint pour 2 = — et vaut —,
2 4dn

2

. . . (1 — 1

E ck (E - a) a1 — )" g a2l —2) %) L
keKC " n 4n

D
one 1

dnm?

Z C::’Lk(l _ :v)n-—k <

keKC

1(2) - )| <

> (7(8) - 10) et -

ke K€

Posons M = sup f(z). On a 2M, et par suite

z€[0,1]

< M
= 2nn?

Finalement, £ > 0 étant donné, on lui a fait correspondre 1 > 0 tel que, pour tout n > 0 et
M

tout = € [0,1], on ait |P,(z) — flz)| < e+ g Sin on a, pour tout z € [0, 1],

[Pa(z) — f(z)] < 2, Aot le résultat énoncé.

2’:72 ’



