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Développement: Formule sommatoire de Poisson et
application

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

11 septembre 2016

Référence : Gourdon analyse, page 272

On introduit une nouvelle normalisation de la transformée de Fourier f(z) = [, f(t)e~2"*dt
Théoréme 1

Soit f : R — C une fonction de classe C* vérifiant f(z) — O(z) et f'(z) = O(%) lorsque
|z} —> +o0. AlorsVz € R, 3 f{z +n) =3 f(n)e¥ "

nck nCh

k,Z
Application : Vs > 0 Ze*’"ﬁg = 5_%26’“T
nez keZ

Démonstration: Etape 1 : Une idée pour construire des fonctions périodiques sur R § partir d'une
fonction non périodique f consiste & considérer la série F{z) = Z flz+n)
| nEz
On veut montrer que Z f(z + n) converge normalement sur tout compact de R.

ne4
Ainsi, VK > 0Vz ¢ [-K, K], [s+n|z2n—|z|2n-K

Comme f(z) = O(%), on a alors IM > 1, vz €R, |z [> 1, | f(s) |< g
M
<
(@+n)2 ~ (n— K)?
Donc la série Z f{- + n) converge normalement sar tous segment de [R.

Onajfz+n) <

indpt de x et terme général d'une série convergente

nez
Notons F' = Z f(- +n) sa limite simple.
neZ
Par un raisonnernent similaire, on montre que Z f(z -+ n) converge normalement sur tout seg-

neg
ment de R, donc uniformément sur tout compact de R.

On peut donc appliquer le théoréme de dérivation sur les suites de fonctions car on & -
- la série D f(- +n) converge simplement vers F
neZ
- la série Z f/(- + n) converge uniformément
ncZ
- les fonctions f(- + n) sont de classe !

Ainsi, £ est de classe C! sur tout compact de R, donc sur tout R par continuité. |

1



Etape 2 :

N N1
De plus, F' est 1-périodique car sion fixez € R, ona YN € N, Z flz+14n) = Z flz+n)
n=—I\ n=-N+1

donc en faisant N — oo, on en déduit F(z + 1) = F(x)

Etape 3 : On calcule les coefficients de Fourier de F, pour Vn € Z :

(F) = f ' Ft)e 8™t

T T

— Z / f(t) e—2m'nt 2imnk dt

k=—00

f(t)e—ﬁmfdt - f(n)

—0a

Enfin, comme F est C1, la série de Fourier Zﬁ'{n)e%m converge normalement sur R ot F est

neZ
somme de sa série de Fourler.

On a donc F(z) = ZF(n 2T = F F(m)etimms

nez . ) nez
Donc Zf{:t: =+ 'n,) — Zf(n)e2'ﬂ7rm
neZ neZ
2
Application : Vs > 0 Ze—mzs - S—%z T
ncz ket

Démonstration: Soit o > 0. On va appliquer la formule sommatoire de Poisson & f: 21 9%

qui vérifie les hypothé§es du théoréme.
On calcule, sin € 7Z, f(n) = fR oot o= 2mitn gy
{u=£/at) \If fR u? —Zmn‘/adu

“(?-H— imn )2 -
e >3

du

SE 1

a2
dv

—T TN

On applique la formule sommatoire de Poisson en z = (,

2 2n?
ot = [T
nEZ TJ.EZ
., i T "
Cecl étant vral pour tout ¢ > 0, on prend x = —, on a E e =35 228 B
5
ned keZ

1. on peut inverser car ia série converge normalement.

2




Développement: Théoreme d’Abel angulaire et théoréme
taubérien faible

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

12 septembre 2016
Référence : Gourdon analyse, page 252

Théoréme 1 (Théoréme d’Abel)

Soit 37 a,2™ une série entiére de rayon de convergencel> 1 telle que ¥ a,, converge.
On note f la somme de cette séric entiére sur le disque unité (ie f(z) = 75 an2").
On fixe 0y € [0, %] et on pose

Ag(,:{zeac

z<let Jdp>0, 3¢ [—99,90],z:1-—pei6}

Alorson a :

+o0
zE8g, n=0

Preuve du Théordéme 1 :

Notons S =327 an, Spn = Sp_gax et B, = § — S, pour tout n € N.
Pour majorer f{2) — S, on va effectuer une transformation d’Abel en écrivant en, = Rn_1 — R,
pour tout n.

1. redondant avec la suite



Soit z€C,z< 1. Pourtout Ne N*,ona:

(T T

=0

N—1 Y
— Rn(zn-i-l_l)_ZRn(zn_l)
=0 n=1
={} pour n=0
N=-1
=% Ra(# = 2% = Ry(eN — 1)
=i}
" N-1
=(z—1) > R,2" — Ry(z" — 1)
n=0
et en faisant tendre IV vers +-co on en déduit
1 o0
f(z)—S=(z—1)Zan” (%)
n=0

Fixons maintenant ¢ > 0, puis N € N tel que |R,| < £ pour tout n > N {possible car la série
converge). '
D’aprés (%}, on a pour tout z € C, z < 1,

N L3 = m al [Z — 1[
f2) =8I <lz =X Rz +ele = U > |2 <[z 1 { D0 |1Ral | + o= |21V
=0 n=N+1 n=0 1— |z ~—~—
7 P

Soit z € Ay, de sorte que z =1 — pe® avec p > 0 et |¢| < -
On a [z = (1 — pe) {1 — pe ¥) =1 — 2pcos(¢) + p*.
Comme on fait tendre z vers 1, on peut prendre p aussi petit qu’on veut, par exemple : p < cos(fy).
On a alors la majoration?

-1  |z—1|
Lofzf 12
=L (1)

2 cos(d) — 72
2
s 2cos(¢) —p
< 2 _ 2
= 2cos(6y) —cos(fy)  cos(fy)

1+ 120}

Choisissons maintenant a > 0 tel que o (Eff:o [Rn{) <E.
D’aprés tout ce qui précéde on a, Vz € Ay, |z — 1| < min(e, cos(fy)),

2
<
cos(fy) et ECOS(GD)

f2) =S| <z 1= +e

2. en utilisant le fait que cos est décroissant sur {D, %]




Remarque : La réciproque de ce théoréme est fausse.
Par exemnple, on a lim = YR (-1 = hmlz?;ll H%z = 2 et pourtant 3 (-~1)" diverge.

Cependant, le theoreme suivant donne une réciproque affaiblie si a,, = o (%)

Théoréme 2 (Théoréme Taubérien faible - 1897)

Soit 37 anz"™ une série entiére de rayon de convergence 1 et [ la somme de cetie série entiére
sur le disque unité. On suppose que

I5eC, Im f(z) =

]t

Sia,=o0 (%), alors 3 ay, converge et S =Y. % q,.

Preuve du Théoréme 2 :

Pour tout n € N, on note S, = >ipGr. Ona:

+oo
Vn e N, Yz €10,1], S, — f(z) = Z ar (1 —z%) — Z apz”
T et
>0
De plus,
ce powrz )01, 1-2M=(1-2)@+z+ -+ <k1—12)
<hxl
» lomsque k2n+1, £ > 1 et donc |az| < Byl
Done :
+co klakl iup klakl
1S — f(2)] < (1—:U)Zk[akl—£- > F (1M + B
k=n+1 T 1 - :2?)
ou M désigne un majorant de la suite {(kag|) 3.
Fixons maintenant € €]0, 1[. Par ce qui précéde on a
sup klag|

Vn € N, |S, kf(l-—){ SMe+Em
€
donc si Ny est choisi tel que sup kax| < €% (on peut car k|az| — 0), on en déduit
k>Np
vn > No, (5. —J(L— )| < (M +1e
Or f(z) — S5 dong il existe Ny > Ny tel que pour tout n > Ny, 1f(1 — £} — 8l < &. Ainsi,
T—1

V2 N, |Sh = SES IS~ F(L= D)+ 17 (L= D) - S5 < (M + e e = (M +2)e

ie 5, —+ 8§ =

3. Elle est bien majorée car tend vers 0 par hypothése car na,, — 0 donc n|a,| —+ 0



