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Théoréme Taubérien Fort (Hardy-Littlewood)

Xavier ROLLAND - Alexandre BLANCHE

Théoréme. Soit (a,)new une suite de réels telle que a, = O() et hrfL Z a,z™ = I. Alors la série
' Z2=1" n=0

Y. an converge et sa somme vaut [.

Démonstration : On suppose I = 0, on peut se ramener simplement au cas [ # 0 en ajoutant une
constante. On pose g = 1[1_1] et @ Pensemble des fonctions ¢ : [0;1] — R telles que 3’ a,¢{z™)

+a0

converge pour tout = € [0;1[ et m > a,${(z") = 0. ® est un R-espace vectoriel. Notons F la
=17 n—p

somme de la série entiére > a,.

Ny
Il suffit de montrer que g € ® : en effet, pour n > —E’g%, " < %, d'ott Y anglz™) = 3 a,
=0

ﬂ>0

avec Ny = [~i§((igj Comme mlij]f,N =+, sige® ona ]Jm Z tng(z®) = Zoan =

Soit p(x} = 2, k € N*. Alors p € ® : pour towt = € [0;1], Y a.p(z") = > an{z®)" converge,
+00

et Z a,p(e"™} = F(z%), dott izm 2. anp(z™) = 0. Par linéarité, toute fonction polynome nulle en

0 est da.ns @

Par ailleurs, soit g(x) = 2, k € N, pour tout z € [0;1[, on a :

— 1
(1— 7y — (] — Etlym _ t
x}zxq ) ( x}nz—;)(x ) I.Tchl l4+z+ .-+ xF
1 1
D’ont hm 1 (1 — ) Z z*g(z™) = 7ol = f g(t)dt. Le résultat est vrai pour un polyndme g
n=0 0

quelconque par linéarité.

On cherche a approcher g par des polyndmes vérifiant certaines propriétés. On pose A(z) =

i((?ﬁ < pour z € 10;1[, A(0) = —1 et A(1) = 1. A(z) vaut xil sur [0; 3] et i sur [31].

1
Soit € > 0. Il existe deux fonctions continues s, s, telles que s, < A < 59 et j s3(t) — s1{t)dt < e

0

Puisque s;1 et s» sont continues, d’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe #; et ta deux poly-

nbmes tels que [¢; — 51| < € et [ty — s3] < e sur [0;1]. En posant u; = £, — e et up = £y + €, 01 3
1

Uy < 81 < A< 89 < Uy e J ug(z) — ui{z)dz < Se.
0
Onag(z) = z+z(1-z)h(z) sur [0;1). Onpose pr (x) = z+z(1—z)uy () ot p2(x) = z+z(1—x)us(x).

1



Ces polynémes vérifient p(0) = p2(0) = 0, p(1) = pg(l} ., € g < p et pour g(z) =

p2(z) ~ pi{x) —unlz - .
P B ) - o), [ ateas <

Montrons maintenant que g € ®. Soit € > 0, prenons P, P, () vérifiant les propriétés précé-

demment, énoncées (on simplifiera : f Q(z)dx < €). Par hypothése, il existe M > 0 tel que pour

tout n > 1, a, < 2. Soit z € [0;1] :

")

| 2 aa9(2™) =3 anPi(a™)| < D lagl (P Pr)(z™) < M Z Q") < M(1-w) ) 2" Q(z")

1220 n=0 nzz0 nz20 nz=(
Car pour tout n > 1, (1 —2z") < n(l —z). Doncon a:
| 2, an9(@™) < [ ) anPi(a™)] + ML -2) Y 2"Q(a")
120 nz0 ) nz0

On a vu que le deuxiéme terme de la somme tend vers Me quand z tend vers 1, donc il existe
A >0 tel gue Yz e [A; 1], | 2] ang(z™)| < | X anPi{z™)| + 2Me.
a0 nz=0

De plus, comme P, € ¢, le premier terme tend vers 0 quand z tend vers 17. Donc il existe g
tel que ¥z € [Ag; 1, | 20 anPi{z™)] = c. Finalement, il existe A = max(A;, A2) tel que Vx & [A; 1],

nzz0

P> ang(z™)] < (14 2M)e. On a done g € ®.
20




Théoréme des Lacunes de Hadamard

Xavier ROLLAND - Alexandre BLANCHE

Théoréme. Soit & > 1 et (A, )nz1 une suite d’entiers telle que ’\““ > o pour tout n = 1. Soit
> anz’ une série entiére de royon de convergence 1. Alors pour tout |z| = 1, z est un point
nzl

stngulier.

Démonstration : Soit f la somme de la série entidre. Supposons que 1 soit un point régulier de
3 anz? : il existe ¢ > 0 tel que f admet un prolongement analytique gsur Q=D n D(1,1).

n=l

Il existe p = 1 tel que < a, dolt pA,y > (p + 1)A, pour tout n = 1. Posons ¢(z) =

el p+1 P{1
etz =z(2ﬂ).0na:

p+1l
D

#(D(0,1)) =

En effet, #(1}) = 1 et si z € D(0, D\{1}, [z +1] < 2, doa [¢(z)] < 1. Comme Q est ouvert et
¢ est continue, ¢ (Q2) est ouvert. De plus, D(0,1) < ¢~H{2) est compact, donc il existe g5 > 0 tel
que D{O,R) = ¢ ) avec R =1+ ¢,.

On a done, pour z € D(0, R), ¢(z) = zpi%ﬂ € Q, d'oit g o ¢ est holomorphe sur D(0, R). On
peut développer g o ¢ en série entiére sur D(0, R} :

2P 4 2P . m
gO(ﬁ(Z)ﬁg(‘“2—) =T§)bnz ,VE2[<R
Par ailleurs, & I'intérieur du disque D(0,1), on a :
2P 4 2Pt 2P + zPtL - P4 N &
g (T) =f ( ) Z G, ( ) Z anbrn(2),V]z] <1
n=1 n=1
Avec pour tout n = 1 :
PR A BN
e, - = _ T PAn+E
re = (55) =2 (1):

Les degrés des termes non-nuls d’un polynéme F, sont donc compris entre p, (supérieur a
(p+ 1)An1 pour n = 2) et (p+ 1), < pA,q1 d’aprés I'hypothése de départ; deux polynémes
distincts £, et £, n’ont donc aucune puissance commune. On peut done faire I'identification pour
les somrnes partielles :



N P o1y An {(p+1}An
) an (L) = D hfvzeC,NeN

=1 2 k=0

N

Maintenant, soit z € |1; B[, et w = ¢(z) > 1. Comme {z] < B, on a 3, b,z2" — g(w) quand
n=0
N

N — +o0. Done, en identifiant au premier membre de I'égalité précédente, 3 a,w™ — g{w) quand
n=0

N — +oo, ce qui est absurde car |w] > 1 et la série Y, a,2’ doit diverger 3 Uextérieur du disque

=zl

fermeé de convergence D(0, 1).

Enfin, soit [z] = 1. Si z est un point régulier de >} a,2?", alors 1 est un point régulier de
nzl
Y anzgnz, ce qui est absurde car 3 a,z*z* est une série lacunaire. Done pour tout |z] = 1,
nzl nzl
2 est un point singulier de Y, a,2*.
nzzl




