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Développement : le théoréme de Bernstein pour
les séries entieres

Romain Demarly et Hugo Martin

3 décembre 2014

Theoréme 1

Soifent a > 0, I =] —a, e, f € C*°(I,R) vérifiant Yk € N,Vz € L@y >0
Alors f est développable en série entiére sur I,

Démonstration : Remargue Il suffit de montrer le résultat sur un intervalle |—b, bf
avec b €]0, e[ quelconque. Fixons donc un tel b.
On va commencer par mentrer le résultat pour la fonction 7 : 2 — f{z) +
f(==).
On remarque que I est paire, donc d'une part, il suffit de prouver le résultat
sur [0, b, et d’autre part, en appliquant la forimule de Taylor avec reste intégrale
4 x € (0,5, on obtient :

(0) 2+ RIS F(;::)(:J) 2n [ (3("2; 21)[ F(2r1+2)(t)df

Rn(x)

Flx) = F(0) + ——2

Comme FC™(2) 2 0, la formule précédente entraine F(b) 2 Rq(b) pour
tout 1. Pour montrer que 7 est développable en série entiére sur [0,b], il faut
montrer que Bp{z) tend vers O en n. On a :

= (.’L‘ — 1‘»}2"4’1 (b — i)2n+1 n(2n+2) (i)df,
@D @nt 1)

<) e (5w

& Rn (:‘C} =
0

On Pon a utilisé la décroissante sur [0,8} de ¢ — £=5. Le résultat est donc

prouvé pour I, Montrons-le maintenant pour f.
Ecrivons la formule de Taylor & Pordre 2n 4 1 powr fen & €] —b,b[ :

f(2“+1)(0) 2n+1 [ (ib _ f‘) (2n+2)
Gni i) " ECE 1
iz)

fla) = FO)+ SOz + oo + 22




Comme 0 € f&r+2)(5) g fOEND(g) 4 f@+2 ) = FEF2(1) pour tout ¢, on
a fra(@)] € Ru(je])*, done liT ro(z) = 0. Ainsi, en notant
n=-+oo

P
Vp € NSy(z) = Z —f(:[(()} af

k=0
nous venons de montrer que

L Sanir = f(z)-

Or
EU0) 2 _ LEEV(O) o
(2n)t 2 (2n) '

Szn(fE) — SZn—l(E) =

donc
111’11 SQn (:L‘} - S2n71($) = 0,

et on en déduit évidemment que

m San = flz)h

n—too

On a ainsi prouvé que lim 8, = f(x), c’est-a-dire
n—+oo

)
Vo e - bl _fz) =3 f—#m
n=0 '

Dol le résuliat. |
Bonus : La dérivée de la fonction tangente définie de | — n/2, /2| dans B

vérifie les hypotheses du théoréme, et on en déduit que tan est développable en
série entiére sur cet intervalle.

1. Pour s’en convaincre, un simple changement de variable suffit.




Développement : le théoréme taubérien fort
d’Hardy-Littlewood

Romain Demarly et Hugo Martin

3 décembre 2014

Référence : Gourdon, les maths en tétes, Analyse, 2éme édition, pp 289-280

Les théorémes taubériens fournissent une réciproque partielle au théoréme

d’Abel, qui est un résultat de prolongement de séries entiéres définies sur le
disque unité en 1.

Theoréme 1 {d’Hardy-Littlewood)

Soit (an)nen une suite réelle telle que a, = O(%) lorsque n — +oo. On
suppose que Ja série entiére 3 a,z" a rayon de convergence 2 1 et que sa

somme F vérifie lim F(z) = 1. Alors ¥, a,, converge et sa somme vaut [,
z—=1-

Remarque préliminaire : on va montrer le résultat pour une suite a, telle
que { = 0. Le cas général s’en déduit en posant by = ag +{ et Vo 2 1,0, = a,.

On commence par introduire Pensemble & des fonction ¢ : [0,1) = R telles
que :

1. pour tout x € {0, 1}, Ja série 3 a, (") converge;

2. lm D a,p{zt) =0

Objectif Montrer que la fonction g = Ijs ;) est dans @, ce qui permettra de
passer & la limite en z, et donnera le résultat.

Pour cela, on montrera trois lemmes préliminaires.

Lemme 1

l Toute fonction polynéme nulle en 0 est dans @.

Démonstration : On montre le résultat pour un mondme non constant, et la
linéarité de la somme donnera le résultat général.

Solent &k € N* et g : # — z*. 8 2 € [0,1], alors zF également, et par
hypothése sur la suite (an)n, 3. an(2*)" converge. De plus E}%enq(a™) =
F(z*), donc 1_1}:}1 ot ang(z™) = 0.

g

Lemme 2
Pour une fonction polynéme g,

o0 1
lim (i —x) Z zg{x™) = f g(t)dt.
n=0 0

z—=1—

1



Démonstration: Toujours par linéarité, il suffit de montrer le résultat pour un
mondme. Sotent, donc &, N € Net g2z z*.

N N
Doag(en) = Yo
n=0 =

1 — (LN 4T)

1 ot}
D'ol
> it i1 1
(1 ":E)E:U'f #2") =t - 2)T——mmy
=
_ 1
o ldxdeezh
D'ol
lun (l—x)z.?: g(x") = m
= [ awar
0
Lemme 3

Soit ¢ > 0. Il existe deux fonctions polyndmiales p et p2 tels que :
L p1(0) = p2(0) = O et pi{1) = po(1) = 1
2 RgE,
1
3. [y a(t)dt < e avec q(t) = %”’)(”

Démonstration: Posons i : 2 — :cJ(T)T) Pour ¢ > 0, on peut trouver deux

fonetions continues s) et sa telles que 83 € b < 82 et fol s2(t) — s1{t)dt < e. On
applique alors le théoréme d’approximation de Weierstrass. Soient alors £1 et ¢
les polyndmes d’approximation 4 e prés. Posons ensuite by = t;—eet hs = ig+e¢.
On vérifie : 1 < 51 € b € 52 < ho. Posons enfin : pi{a) = & + z(1 — a)h;(2),
qui vérifient bien évidemment la premiére conirainte, et la deuxiéme gréce a
’inégalité précédente. Enfin,

pa(t) —palt) o,
A%—_sdt fhg(t — Ay ()t

- / 12(t) — tu(t)dt + 2¢
4]
< /: s2(t) — s1(t)dt + de

< Be

Nous sommes alors en mesure de montrer que g est un élément de .




Démonstration du théoréme: Posons N, la partie entiére de _1._(':'(;%2 Pour n £

Nz, g(z™) = 0, donc la série 3 ang{(z") est en fait une somme finie, donc
converge. Montrons maintenant le deuxiéme point. C'est précisément pour ce
point délicat que tous les lernmes interviennent. On a p1 € g € po, done
0<g—p1 € pz—pr. Soit M un réel positif tel que |ax| < & {car an = O(L)
en +co. On a alors :

> anlola™) ~ )] < D (ola) - pa(s™)
n=0

n=y%

sMY %(pz(w") - p(z"))

n=0

€ MZ l:1:"(1 - zM)g(z™)
n:{)n

O
<Ml —-2a) Z z"g(z")
=0
Ot Pon a utilisé 1+ 2" < n{l + ) pour |z| < 1 pour la derniére inégalité.

Or g est une fonction polynomiale, done d’aprés le lemme 2 et les contraintes
imposées & 1 et pz, pour toul € > @, il existe X tel que pour tout o >
X, |52 0 anlgla™) ~ pa (")) < M (f alt)de + ) < 2Me.

D’autre part, p; étant polynomiale, pour tout € > 0, il existe X1 positif tel
que pour tout z > X1, |37 Janm ($")| < €.

Pour > max(X, X1), on a donc :

o
Z a"g(xn

n=0

< + < (2M + 1)e

3 aulgle”) — pula"))

=0

oc
Z an (37” )
n=0

On vient donc de montrer que g appartient &.
On écrit enfin :

0= lim B} %5aq.9(z") = lim Eie.9(z™) = B 502"
1" 1

Le résultat est done prouvé.






