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Processus de Galton-Watson

Thibaut Tardieu - Bilal Ghamit

10 Novembre 2015

Il s’agit ici détudier la probabilité qu'un nom de famille *survive' au fil des générations,
On part de la génération 0 ot un seul homme possede le nom de famitle étudié, et la n + 1-
éme génération est constituée des hommes issus de la n-dine génération. Le nombre d’enfants de
chaque homme suit une variable aléatoire, et on suppose que toutes ces variables aléatoires sont
indépendantes et suivent la méme loi X, La probabilité qu'un homme ait & enfants est notée py,
et on suppose enlin 0 < py < 1.

On note m 'espérance de X, Z,, le nombre d’hommes de la n-2me génération, x, = P{Z, = 0}
ta probabilité que le nom de famille disparaisse 4 la n-éme génération. Enfin on pose
G(s) = E(s%) = Dp,s" la fonction génératrice de X.

Théoréme. Avec les notations ci-dessus, si m < 1, le nom de famille s’éteindra presque sire-
ment, et sim > 1, le nom de famille a une probadilité de survie non nulle.

Preuve. On appelle A Pévénement ot le nom de famille disparait. Alors A = U{Z,, = 0} et
cette réunion est croissante, De 13, P(A) = lim P(Z,, = 0) = lim a,,.

Onaensuite 7,1 =X + ...+ X, et de 1a

Gz.p.(8) =E (Z ﬂznzksxl+"‘+‘Yz“)

k
— Z E (ﬂzn:ksxl+...-{-.¥z“)
I

=Y Py = B)E(s*)"
k
= Gz,(G(s))
et par une récurrence immédiate, la fonction générairice de 2, est Go... o0 (3 = ",

On peut clairement dériver G sur [0,1] et on a, pour tout & € 10,1), G'(z) = Eppna™ ! et
G” = Epyn(n — 1)2"2, Comme py < 1, au moins un des Pn avec 1 > 1 est non nul et de 14 &
est strictement positive sur |0, 1] et est done strictement croissante sur [0,1], et G” > 0 entraine
que (7 est convexe. Si pg +py = 1, alors G(s) = py + p1s et sinon, (7 est strictement convexe sur
10,1].

On étudie maintenant la suite (). Comme {20 = 0} C {Zp41 = 0}, la suite {z,) est
croissante, et elle est majorée (par 1) : il existe donc | & (0,1] tel que lim =, = [. De plus,
tn = Gz,(0) = Go G H0) = G(z,_1). Par continuité de & sur (0,1}, on en déduit que
! = G(l). Par croissance de (3, I est alors le plus petit point fixe dans [0,1] de G {si y est un tel
autre point fixe, on a par stricte croissance de G x,, = G*(0) < G™(y) = y et par passage 4 la
limite { < y).



Enfin, on a m = E(X) = G'(1). Donc si m > 1, alors il existe a €]0,1] tel que G(a) < a
et done comme G(0) = pg > 0 d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe o €]0,a
tel que G(a} = 2 Comme G'(1) > 1, & 'est pas affine (G'(0) = p1 < 1) et donc G est stric-
tement convexe : G ne peut alors avoir qu'un seul point fixe dans ]0,1[, et dela ! ==z lly a
donc une probabilité [ > 0 que le nom de famille disparaisse, et une probabilite 1 — { > 0 gu’il
ne s’éteigne pas.

Sim < 1, et si@ est un point fixe de G, par convexité de G, z = G(z) > m(z -~ 1) + 1 et
done (1 —m) > (I —m) et de ld @ > 1. Comme G(1} = I, on en déduit que ! = 1 et donc le
nom de famille disparait presque sfirement.

Si m = 1, et 8l existait un point fixe de g @ dans |0, 1|, alors G(y) = y powr tout y € [z, 1} :
en effet, la demi-tangente a la courbe de G en 1 est alors au-dessous de la courbe de @, et par
convexité de G, la courbe de & est en-dessous de la courbe de I'd entre x et 1 Par croissance de
G, on en déduit que & et Id coincident sur [2,1]. De 4, par prolongement analytique, & = I'd
et donc pp = 0 : absurde. Dong le seul point fixe de G dans [0, 1] est 1 et done le nom de famille
g’éteint presque siirement,.



Théoreme de Paley-Wiener

Thibaut Tardieu - Bilal Ghamit

10 Novembre 2015

Théoréme. On note T U'ensemble {z € C| Im(z) > 0}. Soit { une fonclion définie sur IIT 4
valeurs dans €. On a équivalence entre :

(1) f est holomorphe sur I+ et
+oo

sup [f(z+iy)|%de = C < +o0

0<y<+co -27" —-00
(2) Il existe F € L*(R) telle que I soit nulle presque partout sur | — oo, 0[ et

+oo .
Vz e I, f(2) = f F(t)etat
0
Preuve. (2) = (1) : si une telle fonction F existe, alors f est holomorphe. En effet, pour tout

z € T+, ¢+ F(t)e™* est mesurable; pour tout ¢ €]0, +-0of, 2 = F(£)e* est holomorphe; et si
K C I est compact, alors il existe § > 0 tel que pour tout 2z € K, Im(z) > 6. On a alors

Vit €]0, 400, V2 € K, |F(t)e“”-l < |F(t)|e_‘5t e L

avec t = |F(t)] et ¢ — e7% dans L%, ’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz. D’aprds le théoréme
@’holomorphie sous le signe intégrale, f est donc holomorphe sur IT*. Soit y €]0, +00. Si z € R,

+oo .
ona f(x+iy) = f F(t)e! e~dt et donc d’aprés le théoréme de Plancherel
0

1 Heo Foo
- |f{x + iy)]zd:v = f IF(t)Jze“”ydy

T J A

+oo

< / |F(£))dt
0
et donce
+oo
Sup oo If(= + iy)|*dz < 400
0Ly <400 2m s

(1) = (2) : si une telle fonction F' existe, alors pour tout y € R, la fonction z ~ f (2 + ty) doit
&tre la transformée de Fourier de la fonction £ = F(£)e . D’aprés la formule d’inversion de
Fourier, on aura alors, pour ¢ dans R :

1 [+ :
Ft) = —/ flz+iy)e ™ eVdn

27 J_
— _Lff( ) Hitzd
= Gy Zle 4

ou la derniére intégrale est prise sur une droite horizontale quelconque de II+. Montrons que
la valeur de cette intégrale ne dépend pas du choix d'une telle droite. Soit y €]L, +oo] (le cas



¥ < 1 se traitant de fagon analogue). Posons I = [1,y]. Soit t € R. Soit o > 0, on définit le
chemin 'y comme le chemin rectangulaire dont les sommets sont 4-er + @ et +o + iy, parcouru
dans le sens horaire.

D’aprés le théoréme de Cauchy, on a alors :

— -1tz
Oﬁfl‘a f(2e " dz

=4
= f(.?:-}-z'y)e““(:"‘“y)dxfj f($+i)efit(x+i)d$
-

—

- /f(cquz‘u)e_”(“““)du + ff(—a+iu)e““(““"+i“)du
I I

On va maintenant montrer que les intégrales prises sur les segments verticaux tendent vers 0
quand o = +0co, et que les intégrales sur les segments horizontaux sont convergentes quand
a —r +o0, Pour cela, on pose

iy .
B f f(z)e *=dx
ot
qui correspond & Pintégrale sur le segment vertical. Alors
(@) = | f fla + tw)eitlotin g2
I
< / [f (o + 32) [P du x f e du (Cauchy-Schwarz)
I I

On pose maintenant

Ao fjf(oz+iu)|2du
I

A est intégrable sur R : en effet,

/::0 AMa)da = /_;DO (,/; [+ iu)|2du) dox

+co
= / ( / HEES z'u)|2da) du (Fubini-Tonelli (intégrandes positives))
I

—0d

< 2rCA(DD

avec A la mesure de Lebesgue sur R.
Comme A est intégrable sur R, il existe une suite (o) de réels positifs croissant vers I'infini telles

que

Alay) — 0
{ Al—an) 20

Comme
[®(a)|* < Ala) x [, e®*du

on en déduit par domination

Dl{ay) = 0
{ ®(—,) =0




et on remarque que ni la suite (a,) ni ce résultat ne dépendent de ¢. On s’intéresse maintenant
aux intégrales sur les segments horizontaux. Commengons par poser

[z + iw)e % dz

— g

1
gn ¢ {1, ) py.
avec v dans R et u dans |1, 4+oc0[. On a alors
1 .
0= e~ dz
). 1

= egn(y,t) — e'gn(1,t) + %[(D(C‘n) + ®(—an)|

et [P(an) + B(—ay)] — 0 lorsque 7 — +oo d’aprés ce qui précéde. De 13, on en déduit que

etygn(y’ t) - etgn(l, £) =0 y
lorsque n — 4o, et ce pour tout ¢ € R.
Posons fy, : @ = f(z + iy). Par hypothese, f, € L?(R). Done, d’aprés le théoréme de Plancherel,
on a
too \
Jim [0 - o= o
Il existe done une sous-suite de (g,{y,t)) qui converge vers fy () pour presque tout ¢ € R, et on
a alors que

1 fFe

F{@) = py flz+iyle ety
o

ne dépend pas du choix de y > 0, et est définie pour presque tout ¢ € R. On applique une derniére
fois le théorédme de Plancherel :

+00 +oo
/ 20| F (1) Pt = f O

1 fte
"o/ |f(z +iy)|*dw
s

et ce pour pour tout y €J0, +cof. En faisant tendre y vers -f-co, on a alors grice au lemme de
Fatou que F(t) = 0 pour presque tout ¢t €] — co,0[. De plus, en faisant converger y vers 0, on
obtient grice au théoréme de convergence monotone

+co
/ |E(@)Pdt < ¢

et donc F € L*(R). Enfin, comume F et ¢ — g, (t}e~* sont dans L#(R) pour tout y €]0, +oof,
ona

ty (0 = e WR(t) € LYR)
Comme f, € L3(R), on peut alors appliquer le théoréme d'inversion :
+oo .
fla) = [ Reta
-—00

01 encore
+ oo

Jlz) = F(t)e ¥eit=qt
0

oo
= / F(t)e“‘zdt
0




