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Densité des polynomes orthogonaux

Laura GAy ¢ Camille FRANCINI

Référence : BECK, MALICK, PEYRE : Objectif agrégation, 2me édition p.110 et p.140
Lecons : 201, 202, 207, 209, 213, 234, 239, 240, 245,

Définition 1
Soit T un intervalle de R. On appelle fonction poids une fonction p: I — R mesurable, strictement positive
et telle que :
vn e N, f]:cl" p(@)dz < oo
I

Définition 2
On note l'espace L%(1, p) 'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de densité p par rapport
3 la mesure de Lebesgue c’est-A-dire muni du produit scalaire :

Jra)p = [I (@) 7@ () do

Proposition

Lespace L2(1, p) est un espace de Hilbert. Les polynémes appartiennent a LA, p).

En particulier, il existe une unique famille (Pp)nen de polyndmes unitaires orthogonaux {pour (-, -),) deux
3 deux et tels que degP, = n {(orthogonalisation de Gram-Schmidt). Cette famille s’appelle la famille des
polyndémes orthogonaux associés & la fonction poids p.

Théoréme (Densité des polyndmes orthogonauz)
Soit I un intervalle de R et p une fonciion poids. On suppose qu’il existe un réel @ > 0 tel que :

fe“’“'p(:r) dx < +co.
I

Alors les polynémes orthogonaux associés & p forment une base hilbertienne de L1, p).

Preuve :

But : Les polynomes (P, )nen forment une famille orthonormée. 1l reste donc & montrer qu'elle est totale, donc
que Vect({Py)n) est dense dans L#(1, p). Or Vect({P,).) est un sous-espace vectoriel de L2(1,p), il faut donc

montrer que

Vect((Po)n)t =0

Mais, par construction de (P )n, on a Vect{({Fy)r) = Vect{{X"),). On veut donc montrer que Vect{(X ™))t = 0.
IEn posant g, : @ = z", cela revient & montrer :

Si f € L1, p) vérifie (f, gn)p = 0 pour tout n € N
Alors f =0.

Dans la suite, f € L%(1, p) et vérifie {f, gn), = 0 pour tout n € N

Etape 1 :
Soit. f € L(1, p). Soit ¢ définie par

wer ot { TP G

Montrons que ¢ est une fonction de L' (R).
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Remarquons que pour ¢ 2 0, on a t € . Ainsi, on a

Vzel, |f (@)l ple) < (1 + 1 @))p(z)

Comme p et pf? sont intégrables sur (par définition pour p et f € L*(I, p) pour pf2), on en déduit que
¢ € L'(R).

Etape 2 :
On peut donc considérer sa transformée de Fourier :

VoeR, )= fI @) pl)e™® dx

Montrons que & se prolonge en une fonction F holomorphe sur B, = {2 € C,|Im(2)[ < a/2}.

Posons, pour z € B, et x €1, g(z,z) = e7'* f(z)p(x).
On définit 1a fonction F' par :

Vz € By, Fz) = fg(z,a:) dz
1

Vérifions que cette fonction est bien définie :
En effet, on a Je™'27] = eTm(#)=  (lTmGliel ¢ o
Done, pour 2 € By, ona:

Jloz ol ax < [eF 1@ ote) o
£ (/I a1zl () d:r:) (/|f(m)| plz dm)1 (par Cauchy-Schwarz)

< 00

Vérifions maintenant que F vérifie les hypothéses du théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale :
H1) Pour tout z € Bg, application = — g(z,z) est intégrable (déja vu)

H2) Pour tout x € 1, 'application z — g(z,z) est holomorphe (exponentielle)

H3) Pour tout z € By, on a

lo(z,2)| < e (7 (2}l pla)
%,_/
indpt de z et intg sur I
Donc I est bien holomorphe sur B, et coincide sur R avec ¢.

Etape 3 :
On calcule F™(0) pour montrer que si ¥n € N, {f, g.), = 0 alors f = .

Le théoréme précédent nous permet également de calculer les dérivées de F':

Yz € By, FM(z) = (=i)" lr"e"iz”f(m)p(x} dz

Ainsi, en ayant posé g, : « — 2", on obtient :

FO(0) = (i) fl a"f(@)p(z) do = (~i)*{f,gn)p = 0

L'unicité du développement en série entiere d"une fonction holomorphe montre que F' = 0 sur un voisinage

de 0.
Le théoréme du prolongement analytique implique alors que I = 0 sur le connexe B, tout entier et donc
en particulier sur Paxe réel. On déduit que @ = F|g = 0.
Comme ¢ est intégrable (vu & Pétape 1), Pinjectivité de la transformée de Fourier implique que ¢ == 0.
Or, p est strictement positive done [ = 0 sur presque tout 1.

n




Bonus
| Pourquoi imposer une telle condition {d'écrasement) sur la fonction poids?

Contre-exemple

On considére, sur I =]0, 00|, la fonction poids w(z) = =
Montrons que les polynémes orthogonaux pour le poids w ne forment pas une base hilbertienne de LZ(I, w).
Considérons la fonction f(x) = sin(2w In(x)).

Montrons que la fonction f est orthogonale & g, pour tout n € N (et pourtant f # 0).

En effet,

- In(xz) )

+00
(fign)o = / 2" ™) sin( 27 In(z)) do
0

- —ufu(nt1) ¢
= e sin{2mu) du u < In(z

/ e“(“‘lgi):!*“(ﬁzi)z sin(2nu} du

i

R
o(2F) ] e~ sin(2mt + (n + 1)) dt [t ©@u-(nt 1)/2I
R

" 2
= (~1)rHe(") V/eﬁtg sin(2t) dt
R
= 0 car Pintégrande est impaire

Ainsi, la famille (X™)nen n'est pas totale donc la famille des polynimes orthogonaux associés i w non plus. Ce
n’est pas une base hilbertienne.

Exemples de polynémes orthogonaux

— Polynémes de Hermite ,
On prend I=R et p{x) = e * .
1 (—0)" 2 d", 2
P0=1, Pl i.X, IJQZXz— 5, ,RI(E): —-wt—)‘ez d?"-(e z )
— Polyndmes de Legendre
On prend I={~1,1] et p{z) = L.
nl 4"

1
P[}:1,P]:X, .Pg:Xgég, ...,I)n(ﬁ):(—zn_)!w(((tz'—'l)n)

Notes ;

v Attention, dans le live a et @ sont les mémes.
v N'a d’intérét que si  non borné car sinon on a Weierstrass,
v Sert & diagonaliser des opérateurs autoadjoints compacts, résoudre des équations.






Prolongement de la fonction I' d’Euler

Laura GAY ¢ Camille FRANCINI

Référence : ZUILY-QUEFFELEC p.313 pour le Lemme et Objectif Agrégation, exercice 2,10 p. 82 pour la suite

Définition

La fonction Gamma d’Euler est définie sur le demi-plan & = {2z € C,R(z} > 0} par

+-oc
I'(z) = f e~ tt* " 1dt
0

Lemme

| La fonction T est holomorphe sur 22,

Preuve
Pour 'holomorphie, il suffit d'appliquer le Théoréme d’holomorphie sous le signe intégral i la fonction

(z,t) ) tz——le—t — e(z—l)]nte--t

H1) Vz € @, t s e~ D1t~ egt intégrable sur R
H2) Vi € BT, 21 e*~11nte~* st holomorphe sur &
H3) Si K est un compact de &, R(z) € [, M], ol e > 0 et!

e(zfl)lnie-—t’ g ele~Dnt t}% si0<tigl

et ces deux fonctions sont intégrables.

(+)
< tMlet sitzl
D’oll Pholomorphie de I'. [ |

But : montrer qu’il existe une fonction F(z) holomorphe dans {z € € / z # —n , n € N} qui coincide
avec la fonction I'(z) pour z € &. Ce prolongement sera encore noté I'.

Théoréme

' se prolonge sur €\ Z~ sans zéro et admet des pdles simples en les —n,n € N.

Preuve :

S (=)t
Etape 1 : montrons que pour tout z € &2, I'(z) = Z TP +f 2ot
! 1

n=0

Découpons 'intégrale définissant I' de la fagon suivante :

1 +0o0
T(z) :f tz“le*tdf.+f leTtdt
0 i

On cherche donc & écrire maintenant la premiére intégrale sous forme d'une série. On développe ’expo-
nentielle :
tomt XX D" et
tz—- e— — t!l -
Z n!
n=0
Tt faut maintenant vérifier que 'on peut bien permuter somme ef intégrale avec le théoréme de Fubini
(appliqué & la mesure produit de la mesure de Lebesgue et de la mesure de comptage).

1. Je*] = &®(2)



zlnt| _ e&t(z) Int __ tﬁ(z)

|tn+z 1| t&?(z) JZ _tﬁ(z) igt

Remarquons que pour ¢ > 0, |tz| = [e

(1)

On obtient alors, pour ¢ €)6, 1], Z

Comme R(z} > 0, R(z) -1 > -1 et la fonctmn [ (1t ggt mtégrable sur |0, 1].

i +oo
Ainsi /

On peut donc apphquer le théoréme de Fubini et inverser somme et intégrale.

+00 1 too
z—1 Ht ( I)n -zl ( l)nf ntz—1 _ (—I)R 1
ft dt = f g dt = § - ot dt—z P R

n=0 n=0 n=0

(-1)" L il e < oo
nl

On obtient bien, pour tout 2 € &2,

i" G2 T R
Me)=) ———— +/ t* "o de
nl(z+n) )

400 (__ )1’1
Etape 2 : Montrons que f : z — Z

———— est mé rph C et &1 1 ;
2 2 +7) st méromorphe sur C et que ses pdles sont les entiers

négatifs ou nuls et sont simples.

On utilise le Théoréme sur les séries de fonctions méromorphes
(1"
nl(z -+ n)
H2) Soit K un compact de C. Il existe N € N tel que K € D(0, Ng). Pour n > Ny, la fonction f, n'a

pas de pole dans K.
De plus, pour tout 2z € K,ona |[z+n|2n—~ |3 2 n—~ Ng.
. 1
Par conséquent, pour tout z € K, |f,.(2)| < 7—3!(1@ oy et donc Z fn CVN sur K.

n>Ng
Done, par théoréme, f est bien une fonction méromorphe sur € dont les pdles (simples) sont les entiers

négatifs,

H1) ¥n € N, la fonction frz — est méromorphe sur C avec pour seul pdle (simple) —n.

Etape 3 : On applique le Théoréme d’holomorphie sous le signe intégral pour conclure,
H1) et H2) sont évidentes pour f(z,4} = t* te™t
H3) On utilise la majoration () faite dans la démonstration du Lemme. Et t = ¢ ~1e™ ¢ L([1, +o0[).
+

9]
Donc z + f t*"Ledt est holomorphe sur C tout entier.
Alors,
oo +oo
—1)"
> m,( ) +f 2~1emtdt
—nl(z+n) Sy
établit une prolongement méromorphe de la fonction I' sur C. Le théoréme de prolongement analytique

entraine de plus que c’est le seul prolongement analytique de I' sur P'ouvert connexe €\ N.
|

Notes :

& Leonhard FULER {1707 - 1783) est un mathématicien et physicien suisse, qui passa la plus grande partie
de sa vie en Russie et en Allemagne. Il était notamment membre de |*Académie royale des sciences de Prusse &
Berlin. I fit d’importantes découvertes dans des domaines aussi variés que le caleul infinitésimal et la théorie
des graphes. 1l introduisit également une grande partie de la terminologie et de la notation des mathématiques
modernes, en particulier pour I'analyse mathématique, comme la notion de fonction. I est aussi connu pour ses
travaux en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronomie.

2. 1l s’agit d’une comparaison avec les intégrales de Riemann. On peut, dire que ¢’est € et R(2)-1 qui est intégrable par Riemann.




