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Prolongement de la fonction I d’Euler

Laura Gay ¢ Camille FRANCINI

Référence ;: Zv1iyQQUBFFELEC p.313 pour le Lemme et Objectif Agrégation, exercics 2.10 p. 82 pour la suite

Définition
Le fonction Gamma d’Euler est définie sur le demi-plan & = {z € C,R{x) > 0} per

oo
I'(z) = f e 7 Ldt
0

Lemme

] La fonction T est holomorphe sur 7.

Preuve 1
Pour P'helomorphie, il suffit d'appliquer le Théoréme d’holomorphie sous le signe inédgral 3 ka fonetion

(Z, i) = 1 F et = e(:—l}lnze-—i

Hi) Yo € @, ¢+ et oot intdgrable sur R
H2) ¥t € BY, 205 o512t ot holomorphe sur &2
H3) 8i K est un compact de P, Rz} € [e, M], ol e > 0 at?

ie(z’l)lnfe"ﬂ g elemlnt o T S0<igl
' L ¢ et ces deux fonctions sont fntédgrables.
‘-<., t.{‘&ule—t 7 ; 1
130t Pholomoerphie de T |

But : montrer qu’il existe une fonction F(z) holomorphe dans {z € T / 2z # —n , n & T} qui cotmcide
avee la fonetion T'(z) pour 2z € &, Ce prolongement sera encors noté I,

Théoréme

" se prolonge sur ©\ Z7 sans zéro et admei des phles simples en les —n,n & B

Preyve :

%DE (1" Tt
Etape 1 : montrons que pour tout z € &, Mz} = m-’k[ ¥ e el
P we quer 1) £t iz + ) 1
Découpons Pintégrale définissant I' de la facon suivante :
rl

Iz} = /

oo
2ttt +f et
0 i
On cherche done & éerire mainienant la premiére midgrale sous forme d’une série. On développe Vexpo-
nentietle .
oo n
tlee—t = Z (.._1) in—iéz—*i
]
Tt
ne=0
1 faut maintenant vérifier que Pon peut bien permuter somme et intégrale avec le théordtme de Fubini
(appliqué & la mesure produit de la mesure de Lebesgue et de la mesure de comptage).

L ] = )



Remarquons que pour £ > 0, [¢%] = [ 7!| = Rl Int — (=)
o

. =17 .
On obtient 3.101"8, pour ¢ Elgs ]_]‘ Z —(—;l—i)— }fﬂ-z ll iR(Z} 1 Z o téﬂ(»‘a) 1 &t
n=0 = 0
Comme R(z) > 0, R(z) ~ 1 > ~1 et Ta fonetion t — R —1g? ggt mtégrable sur |0, 1].
1 +oo 3
Alnsi j Z ) At Gt < oo
n=({}

On peut done apphquer Ie théoréme de Fubini et inverser somme et intégrale.

400 +oo +o0
- 1) - [ - SO
pE ] t ntz—1 tn-l—z 1oy — .
/G dt = f Z Ly d = Z A dt=>" R

riz=0 n! =0 nw=0

On obtient bien, pour tout 2 € &2,

1y +oo -
Tz} = Ln'{(z—in) Lf ¥ e dt

=0
+oo _1}11
IEtape 2 : Montrons que f @ z > ——-—— est méromorphe sur £ et que ses pdles sont les entiers
b que J Z al{z +n} b eta P

n={
négatifs ou nuls el sont simples.

On utilise le Théoréme sur les séries de fonctions méromorphes
(1)
rl(z + )

112} Soit & un compact de €. Il existe Nx € N tel que X ¢ D(G, Ng). Pour n > N, la lonction f, n’a

pas de pble dans K.

H1) ¥n & B, la fonction foz v 25t méromorphe sur C avec pour seul pdle (simple) —n.

De phis, pour tout z € K, on a s+ n]2n—|3 2 n— N
1
Par conséguent, pour tout 2z € K, |f,{z}] < T et donc Z frn CVN sur K.
( N ) n>Ng
Bong, par théoréme, [ est bien une fonction méromorphe sur T dont les péles {simples} sont les entiers

négatifa,
Ftape 3 : On appligue le Théoréme d’holomorphie sous le signe intégral pour conclure.

111) et H2) sont évidentes pour f(z,{) = t* Te7t,
H3) On utiliss la majoration (x) faite dans la démonsiration du Lerome, it ¢ s £4- et g L1, +os).
+eo
Done z j t*"1e™1dt est holomorphe sur C tout entier.
3
Alors,

= l)n -+ Hee z—1_—t

Z f e

— nl{z <1} |

érablit une prolongement méromorphe de la fonction T' sur €. Le théordme de prolongemeni analylique
entraine de plus que c'est le senl prolongement analytique de T sur Iouvert connexe C\ N.

=

& Leonhard Tuten (1707 - 1783) est un mathématicien ob physicien suisse, qui passa la plus grande partie
de sa vie en Russie et en Allemnagne. I &tait notarmment membre de ’Académie royale des sciences de Prusse 3
Berlin. 11 it d’hmportantes découverbes dans des domaines aussi variés que le caloul infinitésimal et la théorie
des graphes. l introduisit également une grande partie de la terminclogie et de la notation des mathématiaques
madernes, en particulier powr Panalyse mathématique, comme la notion de fonction. Tt est aussi connu pour ses
travaux en mécanigue, en dynamique des fuides, en optique et en astronomie.

2. 1 g'agit d’une comparaisen avee les ntégrales de Riemann. On peut dire que o’est,  aef(z) -1 qui est intégrable par Riemann.




Densité des polynomes orthogonaux

Laura Gay ¢ Camille FRANGINI

Réiérence : BECK, MALICK, PEYRE : Objectif agrégation, Zeme édition p.110 et p.140
Lecons : 201, 202, 207, 209, 213, 234, 238, 240, 245,

Définition 1
Soit 1 un tntervalle de B. On appelle fonetion poids une fonction p: I -3 B mesurable, strictement positive
et telle que :
v C N, f]z:i" plz)dr < oo
I

Définition 2
On note l'espace L7(I, o) 'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de densité p par rapport
4 la mesure de Lebesgue ¢'est-A-dire muni du produit scalaire :

() = j;ﬁx)mp{m) d

Proposition

Wespace L2(1, p) est un espace de Hilbert. Les polynémes appartiennent 2 L3I, p).

En particulier, il existe une unigue famille (P,),ecn de polynémes unitaires orthogonaux {pour {-,),} deux
a deux et tels que deg#, = n {orthogonalisation de Gram-Schmidt). Cette famille s'appelle la famiiie des
polimdmes erthogongus associés & la fonction poids p.

Théorbme (Densité des polyndmes orthogonaur)
Soit T un intervalle de R et £ une fouction poids. On suppose qu’il existe un réel o > 0 Lel que :

fe“iz|p(m) da < +oc.
1

Alors les polyndmes orthogonaux associés & p forment une base bilbertienne de L2(1, p).

Preuve :

But : Les polyndmes (), )nen forment une famille orthonormée. Il reste donc & montrer qu’elle est totale, done
que Vecl{{F,),) est dense dans L2(I, p). Or Vect{(F,).) est un sous-espace vectoris! de L1, p), il faut donc
wrontrer gue

Veet{{Pnit =0

Mais, par construction de (7, ), on a Vect{(F, )} = Vect{{X"),}. On veut donc montrer que Vect({X ™), = 0.
En posant g, : &~ 2™, cela revient & montrer :

Si j € LP(L, g} vérifie (f, g.), = 0 pour tout n € N
Alors f=10.

Dans la suite, f € L*(L, p) et vérifie {f, gn), =0 pour tout n € N

Etape 1 :
Soit f € L2{1,p). Soit & définie par

[ Flz)p(z) simel
. jixs : =
Yo € |, plz} = 1\ 0 sinon

Montrons que ¢ est une fonction de L*(R).




1422

Remarquons que pour £ 2 0, on a £ £ . Alnsi, on &

wel ) < 50+ @R

Comme p et pf* sont intégrables sur I {par définition pour p et f € L1, 2) pour pf?}, on en déduit que
pe LR

Btape 2 :

On peut done considérer sa transformée de Fourler :
Vo e I, ) = f Fl@)plz)e v d
i

Montrons que @ se prolonge en une fonction F holomorphe sur B, = {2 € C,{Tm{z)| < a/2}.

Posons, pour 2 € B, et z €1, plz, o) = 77 f{z)pfa).
On définit la fonction F par :

Vi € By, Pz} = /g(z;x} dz
1

Vériflons que cette fonction est bien définie :

En effet, on a e efmlzE o lTmiilel ¢

Done, pour 2 € H,, on a2

J,{ la(z, 2)] de < /1 8 £ pla) de

—iz::, .

< ( f} ekl ol ) (1:11) ‘ ( /if 7 (ﬂ")]r‘}p{%) dm)J2~ {par Cauchy-Schwarz)

< oo
Veérifions maintenant que 7 vérifie les hypothéses du théordme d’holomorphie sous le signe intégrals
H1) Pour tout 2 € By, Papplication @ — g{x,z) est intéprable (déja vu} .
H2) Pour tout = € 1, lapplication z — g{z,z} est holomorphe (exponentieile)
H3) Pour tout z € B,, on a
lo(zz)< e [f(m)lola)
indpt do z et intg sur [
Done F est bien holemorphe sur B, et coincide sur B avec ¢.

Fiape 3 :

On caleule F*H0) pour monirer que si ¥n € N, {f,gn)p =0 alors f = 0.

Le théordime précédent nous permet également de calouler les dérivées de &

Yz € B,, U g) = (—i}"/ixr‘e'izzf{m)p{z} e

Alngl, en ayant posé g, © — z', on obtient :

FOI(0) = (~i) /; & f{w)ple) ds = (1" {f, gn)p = ©

L'unicité du développement en série entiére d'une fonction holomorphe montre que F = 0 sur un volsinage
de (.
Le théoréme du prolongement analysique impligee alors que F = § sur le connexe B, tout entier et done
en particulier sur Paxe réel. On déduit que §= Fl; =0.
Comme ¢ est Intégrable (vu & Pétape 1}, Pinjectivité de ta transformée de Fourier implique que ¢ = 0.
Or, p est strictement positive done f = 0 sur presgue tout L
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