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Développement : étude de l'espace BL? des
signaux a spectre borné et théoréme
d’échantillonnage de Shannon

Hugo Martin
28 avril 2015

Référence : Analyse harmonique réelle, WILLEM, ou Analyse de Fourier dans
les espaces fonctionnels, EL AMRANI (mais c’est & mon sens moins clair)

1 Notations et définitions

Pour u € S(R), on définit sa transformée de Fourier par 4i(y) = JR u(z)e~HVdz,
Par densité de S(R) dans L?(R), on étend cette définition & tout L*(R}. On note
I = [—4,3]. On définit alors
BL?* := {u € L*(R),supp(d) C I} .
On définit ensuite £ = R\L )
R osiz#£l

On définit enfin le sinus-cardinal sur R : sinc(z) = { T snon

2 Reésultats
Ehéoréme

1. BL? est un espace de Hilbert.

2. Tout v € BL? posséde un représentant dans Co(R) (u est presque
partout égale & une fonction de Co(IR).

3. La suite (sinc(- — k))rez est une base hilbertienne de BL?,

4. Pour u € BL?, u(x) = ) g u(k)sinc(z — k), et la convergence est
uniforme et au sens de L?(R).

3 Démonstration

Démonstration du théoréme: 1. Comme L*(R) est une espace de Hilbert
pour || ||z, it suffit de montrer que BL? est une ferm¢ de L2(R). Soient



done {un }nen une suite de BL? et u un élément de L2(R) tel que u, — .
Par continuité de la transformée de Foumer, T — 4 dans LE(R), done
dans L*(Q). Or @5 = 0, donc

f li(z)|de = f la(e) ~ Ti(e)dz — O.
R R n—3o0

Ainsi fjg =0, et donc u € BIL2,
. Soit u € BL?. Alors d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

e ([o0)" ()" <o

qui fait donc de @ un élément de L'(K), done de L'(R), puisque & = 0.
Par inversion de Fourier,

u(z) = f a(yye* ™ dy p.p-
R

= f ay)e™ " dy PP
i

Donc par théoréme de continuité sous le signe intégrale et 'égalité ci-
dessus, u a bien un représentant dans Co{R). Notons au passage une
inégalité intéressante qui nous servira par la suite. L’6galité précédente
donne, combinée 4 l'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz, la définition de BL? et
Pégalité de Plancherel :

[uz)] < llhillzzqy = Pl = Bulp2gy.
On en déduit : fjufleo <€ [Jul p2qr)-

. Posons ex(z) = e?*1;. Un calcul simple montre que ¥k € Z, 6 = sinc{-—
k).

Soient j, k € Z. Alors

fsmc(a: Fsinelx — )dmﬁfé}(m)mdw
R

R
= fej (z)ex(z)dx
R
» fGZiﬂ(j—k)::dw
1
= G5k
Donc (sinc(- — k)}rez est une base orthonormée de BLZ.
Soit maintenant v € Vect{(sinc(: - k))rez}™, et montrons que u est la

fonction nulle, ce qui donnera la densité de la famille dans BL?, Alors
pour tout entier k,

0= fu(a:)sinc(mﬁk)dw
R
= ‘/u(o:)éi(m)da;
R
=/'&(w)ek(:c)da:
R

1

H
[ . f{xYer (x)dx

2




Or (ex)xez est une base hilbertienne de L?(—1, }) (I’espace des fonctions

1-périodiques de carré intégrable), done ¢ = 0 p.p. sur R, donc sur L
Finalement, « = 0 par transformée de Fourier inverse.

. Crace 4 I'inégalité prouvée dans la deuxiéme partie, la convergence au
sens de L?(R) entraine la convergence uniforme, or (sine(: — k)}xez btant

_une base hilbertiennie de BL?, la convergence de la série 3 u(k)sinc{z k)
a bien lieu au sens de L*(R).






Développement : résolution de ’équation de la
chaleur (dans un anneau) par les séries de
Fourier

Hugo Martin
25 avril 2015

Référence : Orauz X-ENS, analyse 4, FRANCINOU, GIANELLA, NICOLAS

E}éoréme

Soit 15 : B — R une fonction continue, ¢! par morceaux et 2r-périodique.
Alors il existe une unique fonction u : {¢,2) € Ry x R — R continue sur
Ry x R, de classe C* sur R} x R et 2m-périodique par rapport 4 « solution
du systéme

Bu = &
ot )
{ u(0,z) = wuglz), Vo €R

De plus, .
Yit,x) € Ry x R, ult,z) = ZC‘ne”"" gin®
nez

ott les €, sont les coefficients de Fourler de ug.

Démonstration s Anelyse :
Si u est une solution du probléme, pour tout ¢ > 0, u : & +— u(t, x) est de
classe (™ ot 2w-périodique, donc égale & sa série de Fourier. Donc

u(z) = u‘(t:a:) = Zon(t)einz,

neZ

ol eq(t) = ™ u(t, x)e” " dz. De méme, ¥t > 0,z g (t z} est de classe
c*=, obtenue ne déuvant formellement (terme 4 terme) la série de Fourier de

par rapport & , donc :

2
g_mg(t,m) ch t)nz ina

ne#

De méme, ¥t > 0, § S8 (t,z) est de classe C*, donc :

t :I’J) ch(t mz

neL

ot Galt) = o ST B(t,z)e "“dw. Or, u est de classe ¢! sur B} x R, donc
intégrable en s sur [0 2m]. De plus, pour tout to > 0 et € > 0 fixés, |uft, )| <
et f oo fto—e to+e] x 10,2+ CONStante qui est intégrable sur le compact [to — & to +
€] x [0,27], donc d’aprés le théordme de dérivation sous le signe intégrale,



t e fo7 u(t, x)e " dx est de classe €, de dérivée [i7 24 (t,z)e~ " dg, donc
(1) = ¢, (t). Ainsi,

Ju _ ‘ inz

a(t,:c) = %cn(t)e .

N 2 .
Comme u est solution de g—zi-‘ = %, u vérifle

VE> 0,3 €R, Y (ch(t) + nPea(t))e™ = 0.

nek

At > 0 fixé, cette série converge normalement, (série de Fourier d'une fonction
de classe C*°). Donc P'inversion suivante est justifibe : VYng € Z, Vt > 0 fixe,

f2ﬂ E(c‘,’.‘(t) + ngcﬂ(t))emwe—inuﬂ:dm =0
a

neZ
2
2> S (e (t) + nen (8)) f £ m0)z gy o
nez 0
=27 (ch, (£) + ngeng (8)) = 0

Ainsi, ¥t > 0,Vn € Z,en(t) = ane™t, Reste 4 déterminer on. Pour cela,
on va appliquer I'égalité de Plancherel & up — u. Soit 3, ., Cne™ la décom-
position en série de Fourier de ug. Alors

“n 1 42
S 1Cn — ame ™| = - fo luo(e) — ult, 2)dz.

REZ

En particulier, pour tout n € Z et tout ¢ > 0, on a :

- 1 [
|Gy — ane ﬂzti = Q;f |wo(z} — u(ts$)i2d$'
0

Or, par continuité de u et de wg, d'une part

[0,1] % [0,27] — Ry
{t, 3} = [uo(z) — ult, =)}
est continue sur le compact {0, 1] % {0, 27, done majorée par une constante, qui
est intégrable sur un domaine d’intégration borné, et d’autre part, lims,o u(t, &) =
uo(z). Done, d'aprés le théoréme de convergence dominée, Vn € Zay, = Ch,.
Ainsi,
2
u(t, ) = ZC’neA"t ",
ned

Synthése : Kerivons P onez One™™” la décomposition en série de Fourier de

ug. Soit alors
u(t,z) = 3 Cre™ ™2,
nek
Pour tout n € Z, on a :
|C“e—nt"’eiﬂz| < |Gn|,

qui est le terme général d'une série normalement convergente, donc « est
bien définie et continue en chaque point, car (t,z) Crne ™ &% ost continue.
Dérivons formellement v :
gty

_‘_- o Ch (_n2)k(in)le-—n2teinz‘
tF Ozl ";Z




Or, d’apres I'égalité de Plancherel, 3, . |Cn]? = 5 [T [uo(2)|?dz =: K, donc
Yn € Z, Ic‘ni2 £ K.
Soit to > 0. Sur |to, B,

;Gn(_n?a)k(in)leéngteinzl < I{|n|2k+le-f12t =0 (_1::_2) )

Donc la série définissant u est normalement convergente. Ainsi, u admaet
des dérivées partielles par rapport A ¢ et = & tout ordre, donc u est de classe
C* sur }to, 00| pour tout to > 0, ce qui montre que u est de classe C* sur
R} xR

Enfin, les dérivées partielles s'obtiennent en dérivant formellement, done «
est solution du systéme puisque

n®t i 82
’a_u' zcn(_HZ)e [0 telnz‘:__y_

ey 2 3
o oyt dz

et u0, z) = uofz). |

Bonus : si ug est non bornée

Si ug est non bornée, il n’existe pas de solution non bornée sur R?,

Démonstration: Supposons ug non bornée et « bornée sur R? Alors,

Vit z) € R, u(t,z) = ZCne_"Qtei“I,

neL
2

et les Ce™™ ¢ sont les coefficients de Fourier de z +— u(t, z). Alors
1

2 2

|Cnefn tl — ICnie—n t

1 24t )
< | ult, zye "dx
<|gs [ ute

< Jul 20,27

qui donne, en faisant tendre t vers —oco, la nullité des C pour tous les n non
nuls. Ainsi, ug est constante. Cest absurde. |






