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Développement
Théoréme de Fejér

19 septembre 2016

Définition 1. Soient f € L', N > 1. La somme de Fejér d'indice N de [ est la
fonction définie par :

Solf) + o+ Sy alf)

O'N(f) = N

On veut démontrer le théoréme suivant :

Théoreme 2. Soit f € C, alors pour tout entier N > 1 on a ||on(f)|loe <|f]]e €t
Jim [low () — flle = 0.

Pour commencer, on a besoin de donner quelque propriétés et définitions.

Proposition 3. Soient f € L' et g € L. Alors on a ||f * gllee < || Fll1i1g]]co-

Proposition 4 (Propriétés du noyau de Dirichlet). 1. Soit N € N, alors
= ?Dw(t)dt =1.

2. Soient z €)0,2n|, N € N. Dy(z) = %&]

sin(£)
3. Sotent f € L}, N € N. Alors Sy{f) = f = Dw.

Proposition & (Propriétés du noyau de Fejér). Soit N > 1 un entier.

sin(¥z2))
1 KN(:C):H : ) > 0.

@lg)

2- ||K1\TH]_ —_— 1
F.0<d<w= lim &= [ Ky{z)dr=0.

N—oo =7 5<|$[Sﬂ

4. 8i f € L', alors pour tout N > 1 on a ax{f) = f* Ky.



Démonstration. 1. Drapres les propriétés du noyau de Dirichlet, on peut écrire :

_ Nlsin(erds L itk
NEy(z) = k§0 sin(2) = sm(%)fm Z e
u\fa: _
B sm( ( )
s (e
e
1 e'zetV 32 sin(N Z)
B sm(% '3 2isin(Z)
_ sin(V§ )I (V)
sin®(2)
~ (sin(NF) >
—\ sin(g)
2. Comme Ky > 0, alors
1 2 N_1 i 2t
HKlef—ﬁ/'KN(t Q—/Dn(t)dt:— N =
2y ﬁ=0 “T3

d’apres les propriétés du noyau de Dirichlet,
3. Soit § €]0,#]. Si 6 < |z| < =, alors on a sin?(£) > sin®(4).

in( Nz
Ainsi Kn(z) = & (S:?IE(;))) < Nsiiz(%). On a done

1 1
— Kn(z)d <—/K s < —— = — f _——
27 / w(z)d wle)dz N sin?(%) 27 e Nsin*(g)

|| <n 2

On en déduit le résultat.

4. Ceci découle encore une fois des propriétés du noyau de Dirichlet.
N=1 . N1 N—1
Nout$) =5 5,00 = X r < o= 15 01
ce qui 1mp11que que o f ) fxKpn.

Preuve du théoréme

Définition 6. Soit f € C. On appelle module de continuité de f Uapplication gui 4
tout § > 0 associe le nombre w{8) = sup{|flu) — f{v)|; |w—v| < 5}

Soient § €]0, 7] et w(d) = sup{|f(u) — f{v}l;|u —v| < ¢} le module de continuité de
f en .
low(f) = flle  =11f* Enlle
S ool Earils = 1[f]loe-

2




Soit r € R,

d’ott

@ ool < o [ @)= fo-0iEx®d+ 5 [ 1) - flo - DlEx(t

2

itl=4 F<ji|<m

§ : 1
< O | ka2 e [ Entat
lt1<d dit|sm
w(8) | 2[} flloo
< —/.KN(t)dtnLNsmz(%)
_ 2[} oo
= w)+ Nsin?(5)

Ainsi lon(f) = flleo < w(8) + Nz”f’f,‘“’ On passe a la lim sup :

limsup |loa{f) — flle < w(8).
N—roo

Cormne %]'r%w(c?) =0, en utilisant la continuité uniforme de f on obtient, :
—

timsupilow(f) ~ flle <0

te. lim |lon(f) — flleo = 0.






Développement: formule sommatoire de Poisson

Version du 19 septembre 2016

On commence par rappeler la notion de transformée de Fourier f d’une fonction
fell:

Fa) = [ " Fedt

L’objectif de ce développement est de démontrer la formule sommatoire de Poisson,
puis d’en montrer une application intéressante au calcul d'une transformée de Fou-
rier.

Théoréme 1 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f € LY (R}NC(R). On suppose
qu’il existe une puissance o > 1 ainsi qu’un réel M > 0 tels que :

[f@)] < M1+ [z[)™"

On suppose également que >, - |F(n)} < +oo. Alors -

PO O]

neg ncZ

Démonstration. On veut commencer par se ramener & 'étude d’une fonction inté-
grable périodique de période 2. Une méthode simple consiste & poser pour tout

reR:
F(z) =Y flz+n).
nek
Il est immeédiat de vérifier que F est bien définie et est continue sur R. De plus, elle
converge normalement sur tout compact de R.
En effet, considérons un compact K de la forme [~ A4; A], et un élément z € K. Pour
tout entier n tel que [nf > 24, onajz+n|>inl—lzl > |n|—A > n|/2 et :

1

|[flz+mn)] < (l—_'_"!}}?

qui est le terme général d'une série convergente. Cette majoration est indépendante
de x et ¢, ce qui montre gue la série converge normalement.



On montre par un changement de variable (p = n 4 1} que F est périodique de
période 1, et son coefficient de Fourier est :

1 1
ca(F) = / Fzye Hmnedy — / > @+ ke iy
40 0 kez
La convergence étant normale sur [0; 1], on peut intervertir somme et intégrale :
1 N E+1 _ 7 . ‘ )
Cn(f) _ Z f f(m_'_k)evh?m;cdx _ Z / f(u)e—z’tﬁnke—ztﬁﬂudx — / f(u)efﬁﬁnudu _ f(n)
' kez V0 kcZ U F R

La série de Fourier converge normalement sur tout R puisque F € C(R) N L'(R)
d’olt 3,0 len(F)| = 0,07 1f(n}] < 0o. De plus F est égale & sa série de Fourier
(conséquence de Fejér), on a alors :

F(SC) _ Z Cn(F)EZiﬁnx _ Z f(n)eﬁfrnx
nEZ ncZ
et finalement 1 vient (en évaluant pour z = 0) le résultat souhaité :

D= 1fm)

nef nez
-0
Maintenant, nous allons établir la formule suivante : Considérons 'ensemble H =
{z¢; Im{z) > 0}
Application 1. La fonction de Jacobi définie pour tout z € H :={z € C: Im(z) >
0} pur &(z) = 3,0, €™ . On a légaliié -

o(-3) = (5)6(2)

Pour la démonstration, on introduit la fonction f(z) = ¢™™* définie pour tout x
réel. Sa transformée de Fourier sur R est :

fy=e

De plus la fonction est continue et intégrable sur R. Définie ainsi, f vérifie les hypo-
théses de du théoréme précédent, et l'identité des séries :

D fletny=3_ flme
neg, ncd
la définition de f donne donc :

E :e—w($+n)2 . E e—wnze%wn:c

neZ nel




—wzi*

posons g{t,z) = f{t)* = e ® pour un nombre complexe z € H. Si on fixe 2
dans H, la fonction |g(t, z}| tend vers ¢ & Vinfini plus rapidement que ¥ pour tout
N entier sirictement négatif (f est dans espace de Schwartz). On montre que les
autres hypothéses du théoréme sont vérifiées et on a :

D_glt+nz) =) 4t )"
neZ ncZ

Notons que la transformée de Fourier est toujours effectuée par rapport a la variable
i.

Enfin, il faut calculer
Q(u: Z) — /e—iﬂzt2€21wutdt

Pour cela, supposons d’abord que z = iy. Par un changement de variable £ —» y~/%¢,
on a:

Ce qui donne & la transformée de Fourier de f évaluée en ty=/2 :
gltiy) =y% ™

Fn appliquant sur H le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral, on sait que
§(t, z) est holomorphe dans ce cas. En effectuant un prolongement analytique sur
H . on montre que la fonction est holomorphe sur H tout entier. En effet, on a :

—1/2 2
git, zy = ET g g
i

n|Te

pour z un imaginaire pur.
On sait que e e™ = est holomorphe pour z différent de 0, il faut donc trouver une
fonetion qui se réduise & y~ /2 pour z imaginaire pur, qui sera donc un prolongement

de notre fonction a C. On vérifie ainsi que la fonction :

2
—TTn

(i)—l/? — ‘Zlfl/Zeféarg{;lf}
T

avec |arg(z/1)| < =, c’est-a-dire arg(z/i) = arg(z) — 5 et 0 < arg(z) < 7.
La formule sommatoire de Poisson nous donne finalement :

E eiw:(t—]—n)?‘ — (i)71/2 § efi'frnz/z+2iﬁnt‘
(3

nek neh

Pour ¢ = 0, on obtient 1’égalité remarquable sur la fonction de Jacobi :

O(-1/2) = () 0(2)






