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FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Référence : ZuiLy QUEFFELEC, ANALYSE POUR L’AGREGATION : pp. 96-97

Définition. Soit f & L*(R). On note f sa transformée de Fourier : V& € R, f(€) = [, f(t)e~# dt
Théoréme. Soit f € L}(R) NEY(R) telle que -

%)
) AM > 0,3 1,V R, B IV
(i) > 0,3a > 1,Vr e R, [f(z)] A

+o0
(i) Z 'f(n)‘<+oo

n=—co

+oo . +o00
> fmy=2r 3 f(2mn)

n=—Cco

400
Preuve. On pose : Vz ¢ R, p(z) = Z fz + 2nm).
n=—0a
Montrons que  est bien définie. Pour tout n € Z, et pour tout x € R, on note : f,(z) = f(z + 2nnw).
Montrons que la série des f, converge uniformément sur tout compact [—A, A}, avec A > 0, de R,

M o b ()

Yo € [-A, A], | falz)| = |f(z + 2n7)| < U—WMW

Or,Ve e [-A, A],YneZ:
;-}f

|nm| > A =[x+ 2na] > (20w — |z| > |2na] — 4 > |nw|

Done, sur le compact {—4, 4], on a :

M

inal 2 A W nlloo < e

Par comparaison avec les séries de Riemann, comme @ > 1, la série de terme général ﬁf}ﬁ; est convergente.
Ainsi la série > - fn est normalement convergente, done uniformément convergente sur tout compact de R. Par
le théoréme de continuité sous le signe somme, on déduit que ¢ est bien définie et continue.

De plus, y est 2m-périodique. Déterminons ses coefficients de Fourier. Soit m € Z. On a :

1 2T i
nle) = 5 [ wle ™t

Comme la série de f, converge normalement, on peut intervertir les symboles Y et [ :

+oo A
1 2 »
em (i) = Py 2 fu F{t + 2nm)e ™ dt

Nn=—0co

Par le changement de variable u = ¢+ 2nw, on obtient :

1 +oo 2{n+1)w X 1 +oo - 1 .
em{p) = 7 > fgmr flu)e™ ™ du = 5 /_m fu)e™ ™ du = = f(m)
n=—00
4o
Par (i), on a donc : Z lem ()] < o0, ce qui signifie que la série de Fourier de @ converge normalement vers .
n=—00
D’on :
+oo 1 +co . )
— i
Ve e R, Z flo+ 2nn) = . Z fin)e
n=—co n=—c<
En z = 0, on retrouve la formule voulue. |




Application (Fonction 4 de Jacobi).
4o

VieRL0(t) = > e

m=—0oc

w02

Lemme. Soit G la fonction suivante : Yu € R, G(u) = e~ . Alors :

Pour toutt >0, on o -

Ve € R, G(E) = V2rG(e)

Preuve de l'application. Soit ¢ > 0. On pose : Vx c R, f(z) = e~

VEeR, f(é-) = [Rf($)e—i§$ dz = / ei‘/%"_'ﬂie“ifx dz

R

Par le changement de variable u = v/2az, on a :

f(E \/QE[ nz i du = \712:a (%) = \/Ee_gé d’aprés le lemme.

La formule de Poisson appliquée & f donne :

T = 2 Ry 2.2
W= E e 1 = 2w E g e m
a

m=-00 m=-oa

Pour tout ¢ > 0, en prenant ¢ = &, on a : 0(t) = Z 6~4mr ™ You :
M= =00
+oo +oo
L f 3 e L e 1 ( 1)
— — e 3 = — Z e A— _6 -
2rV a . Vi M JE O\t

Preyve du lemme. (S'1] reste du temps) Par définition, on a : V¢ € R, G(£) = f e e dp.
R

i 22
On pose : V(£,2) e R%, F(£,2) = e % 7.
F' est intégrable sur R pour tout £ € R. De plus, pour tout z € R, £ =+ F(£,z) est ¥ sur R et, pour {£,z) € R?,
on a :

{§ z) = —ize'Te -

aF 22 2 .
Dong, pour (£,z) cR?, ona: 5—5—(&, z)] = |xle” 7, et z > [zle™F est intégrable sur R.
Par le théoréme de dérivation sous le signe [, G est €1 sur R, et pour tout £ € R, on obtient par intégration par
parties :
4@ -
iy = 0
O = —£C©)

Cest une EDO linéaire d’ordre 1, donc on a directement :

2

Ve e R, G(8) = G(0)e

Comme G(0) = f e % dz = V2, on obtient le résultat voulu. a
B




EQUATION DE LA CHALEUR

Références :ZuiLy QUEFFELEC, ANALYSE POUR L'AGREGATION : pp. 106-108
EvANns, PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS : p.63 {pour I'unicité)

On va résoudre I'équation de la chaleur sur @ =|0, L{x]0, +oo[. On note & = [0, L] x [0, +oof. Le probléme & résoudre
est le suivant :

u € FUQ), avec u € FEHQ) (2)
ou  O%u
=0, sur Q {#4)
(EC) B da?
u(0,t) = w{L,%) = 0, pour toul ¢t € [0, +oo] (4iF)
(u(z,0) = Ax), pour tout x € [0, L] (dv)

ot f est une fonction de classe ¥ sur [0, L] vérifiant 2(0) = h(L) = 0 (par (i41)), et ok €7 est lespace des fonctions
dérivables deux fois en espace et une fois en temps.

Théoréme. Le systeme (EC) admet une solution de classe ¥ sur Q. Cest l'unique solution de ce systéme.

Preyve. Analyse :(par séparation des variables)

On cherche une solution sous la forme : u(z, t) = f(x)g(¢). Dans ce cas, (i1} est équivalent & : f{x)g'{t) - f"(z)g(t} = 0,
sur ). Cherchons une solution qui ne s’annule pas sur @. Ainsi :

fx) g

&y~ o)

Cette équation n'est satisfaite que si ces deux termes sont constants. Ainsi, il existe A € R tel que :

@) - Afz)y =0
"(t) — Ag{t) =0

Yz, t) € @,

V(ﬂ:t)EQ{

Soit A le discrimimant de 'équation caractéristique de 'EDO satisfaite par f : A = 4\. On a donc trois cas &
distinguer pour la forme de f.

e SiA>0:alors flz) = C1eY™ 4 Cye~ V2 Les conditions aux bords {#i1) nous donnent : f{0) =C; + Cy = 0.
Donc, f(z) =C (e‘/x“’ — e‘ﬁm) =24 sh{\/XL),-ce qui implique C; = 0. Ainsi, on a f =0, donc u = 0, ce qui ne
nous intéresse pas.

® 81 A =10:alots f(z) = Ciz + Co. Par (i44), on obtient ¢ = Cy = 0. On retombe encore sur » = 0.

® Si A < 0 : si on considére £ une racine de — A, on a f(z) = Acos&x + Bsinfx.

Toujours grice aux conditions au bords, on & A =0 et BsinéL = 0. Donc § = 5%, pour n € Z. Ainsi, les fonctions
fn(x} = By sin 2x sont toutes solution de (1).

D’autre part, toujours en considérant que —A = £%, (2) étant une EDO lindaire de degré 1, les solutions sont de la

forme gn (£} = Cne 8"t = Cre(*#)"t. On a donc mis en évidence une famille de solutions de (3) :
Up (2, t) = by, sin (Tz) -(4£)* tnel

Comme (44) est linéaire, on va chercher une solution sous forme de combinaison linéaire de telles fonctions :
™5, sin (g ()7
ulz, t) = ,;1 b, sin (Tm)e k2
Synthése : Soit h; la fonction définie sur [—L, L] par :

(=), sizeo,1)
hi(z) = {Ah{“g;), stz e L0




f est €1 sur [0, L], donc h; est €' par morceaux sur {—L, L]. De plus k) est continue en 0 par construction, donc
hy est €.

Considérons H, la fonction 2L-périodique sur R, qui coincide avec hy sur (L, L]. Etant donné que h;(L) =
hi{—L) =0, H est continue sur B. Et comme h; est &1, on en déduit que H est ¥ par morceaux (+). Donc, par
le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier de H converge normalement vers H sur R. Comme hj est impaire sur
[~ L, L], la fonction H est impaire sur R. On peut done exprimer sa série de Fourier explicitement ;

+o0 . L
Ve eR, H(z) = an(H) sin (EL?I.I), ot b, (H) = %f A{x)sin (n%m) dz
n=l Q

De plus, comme la série de Fourier de H converge normalement, la série E bn(H) converge absolument. Donc,

neM*
par le théoréme de continuité sous le signe somme, la fonction w définie plus tot {cette fois, en prenant b, = b,(H)

de la série de Fourier de H), est continue sur Q. (#*)

Maintenant, on souhaite montzer que u est de classe @ sur Q. Pour cela on va utiliser le théordme de dérivation
sous le signe somme. On va étudier le comportement de la série des dérivées partielles d'ordre & par rapport & £,
sur tout compact [e, M] de 0, +col.

(*) -
Vk € N*,¥n € N*,Vx €0, L, l%(m,ﬂl < |C’kbnn2ke*(“ﬁ)2t
Dong,
()
Yz €], L, {a_é)igi(x’ M= ‘CkbnnZke’(T)zs = @y, [l
o0

Ol tplbp| est le terme général d’une série convergente

Hm o, =0, done AN > 0,3¢ > 0,Vn > Iy—, aibnt < Clby| avec Z ihe| < +0

n— 4oo
n>1

Il y a donc convergence uniforme des séries des dérivées partielles sur tout compact de .

Ainsi, on peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme, et déduire que u est %! sur Q. Et on peut
dériver terme & terme, a tout ordre, par rapport & chacune des deux variables. Les Uy, étant €, on peut réitérer
ce procéder autant de fois que l'on veut. Done u est € sur Q.

Il reste & s’assurer que w vérifie bien toutes les conditions du probléme (EC):

¢ On a bien montré que u € €°(Q) (cf.(x+)).

* Yn € N7, u, vérifie bien (#). Donc par dérivation sous le signe somme, u aussi.

e u(0,8) = 331 b, sin {O)e—{%}zt =3t by sin (mr)e“(ﬂﬂl)zt =u(L,¢) = 0.

o u(z,0) = Z:z_ol by sin (%z) = H{z), ot H est ! sur [0, L] (cf.{x}), et vérifie bien H(0) = H(L) = 0.

Unicité : (8'il reste du temps) Solent u; et ug, deux solutions de (EC). On pose : w = uy — ug. Par linéarité,
w est solution de (EC).
L
On pose : Vi € [0, +oo[, e(£) :f w{z, t) dz.
i

En utilisant le théoréeme de dérivation sous le signe [, sur un compact quelconque de [0, +ocf, on a :

L L A2

a a
e'(t) :fo 2wa—f(az,t)dm:2fo wag—(ﬂ:, t)dz, par {ii)

Une intégration par parties nous donne :

Yy — ow|®  * ow dw __O/L
e(t)z([waw R A A

Donc ¢ est décroissante sur tout compact de [0, +oo[. D'otr : V£ € [0, +oof,e(t) < e(0) = 0 (d’aprés les conditions
aux bords). Or, ¢ est positive. Donc e = 0, ce qui signifie que w = 0.
On a bien ['unicité.

2

P
Y dz <0

Oz




