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Grégoire Kooyman et Soléne Thépaut



Développement dyadique et construction d’une
suite de variables de loi de Bernoulli indépen-
dantes

Références:
Quvrard, Probabilités 2 : 9.3 Proposition 9.18

Commengons par quelques notations,
Soit # € {0,1[. On définit R, (z) et Dy,(z) tels que :

Ro(z) ==z
et Vn e N* ;
Dy(z) = [2Rn-1(z)} et Rul(w) =2Rp-1(w) — Du(z)

Par construction, on a :

VneN*,m—ZD(rE)-FZnR (x)
i=1

Et en fatsant tendre n vers oo, on obtient :

f D (33)

On peut maintenant énoncer la propriété suivante

Propriété. Soit Uespace probabilisé ({0, 1[, B 1, P) ot P est la restriction de
la mesure de Lebesgue & [0,1]. Sur cet espace, la suite (D), e st une suite de
variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli B(1, & 5) = (60+61)

De plus, ¥n € N*, la variable aléatoire R,, est de loi uniforme sur {O 1 et les
variables aléatoires Ry, el (D, Da, ..., Dy) sont indépendantes.

Démonstration. e Pour tout n € N* et pour tout n — uplet € = (e1,...¢,) €

0,1", notons It l'intervalle dyadique :
€4
-[SHE
i=1

Cet intervalle est constitué des rééls de {0, 1[ dont le développement dyadique

commence par 0, €;€5...€,.
On a

n
m '—-EJ ——-I;Ex

=t




Ce qui donne :

P

N@; =ej)} 5

g=1

Donc, pour toute partie non vide J de {1,2, ..., n}, on obtient en sommant sur
tous les ¢; € JO:

1
P (D =fj)] = om
JjeJ
et en particulier, pour tout j € {1,2,..,n}, ona:

1

P(Dj=¢) =5

On obtient alors,

P (D =¢)| = [[ P(Ds =€),

jed jed

Ce qui signifie, comme on peut prendre n et J comme on veut, que les variables
aléatoires D; forment une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de
Bernoulli B(1, 4).

e Soit I, application & = = de [0, 1] dans R :

Ra=2"1- 327D,
J=1

Alors, pour touie fonction f mesurable positive et tout €® = (e, ...eq) € {0,1}7,
ona:

L [f(&z) H 1(D_,-:c_,')} = K

j=i

n n
f (ZHI - Z2n~j5j H L(Dj=es)
J=1 j=1

/ 1, (z}f (2":!: — i 2n-j6j dA(z)
® s

Soit, en faisant le changement de variable, dans l'intégrale de Lebesgue,
y=2"z -3 2"

E [f(Rﬂ)H“éDFef)} = flf:n (%?HZ%) f(y)é};;d)\(y)
R st

g1

= [ e WD)
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soit encore

n

B |16 [T | = 2 | 0= )| [ [ 10ariar)] @)

i=1 j=1L

et done, en sommant sur €® € {0,1}" dans chacun des membres de équation
ci-dessus, on obtient :

E[f(Ra)] = [R 1o21(8) 7 ()dA®).

Ceci démontre que R, est de loi uniforme sur [(, 1. De plus, pour toute
fonction f mesurable positive, pour toute partie J de {1,2,...,n} et pour tout
(e5)jes € {0,1}, il vient en sommant dans chacun des membres de Péquation
(1) sur tous les ¢;,7 € JO

E f(R")Hl(DFEj) = HP(D.?' = ¢} | Ef(R.)],
i=1

ieJ
ce qui démontre que R, et (I, ..., D)) sont indépendants. O

Oun a le corollaire suivant, dont la preuve constructive donne existence d'une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes de lois arbitraires données.

Corollaire. Soit (pt;)jen- une suite de probabilités sur (R, Br). Il existe une
suite de variables aléatoires véelles (X;)nen+, définies sur Uespace probabilisé
([0, 1], Bio,a; P): ot P est la probabilité restriction de la mesure de Lebesgue &
(0, 1[, indépendantes et telle que, pour tout j € N*, X; soit de loi ji;.




Evénements rares de Poisson

Références: )
Ouvrard, Probabilités 2, Chapitre 14, Théorémes 14.19 et 14.20.

Théoréme de Poisson. Soit, pour tout n € N*, une varieble aléatoire de loi
binomiale B{n,pn). On suppose que nEToopn =X, o4 A > 0. Alors la suite

(Xn)nene converge en loi vers la loi de Poisson P(A).

Démonstration. Pour tout n € N*, la fonction caractéristique de X,, est donnée

par : . )
¥t € Repx, (1) = [pae™ -+ (1 - pa)]" = [1+pale® - 1)]"

On aura besoin du lemine suivant:

Lemme. Pour toul nombre complexe z et tout n € N*, on a :

o (3ot (D)

On a done, pour tout z € C, la suite de terme général (1 + %)" est convergente
et .

z n
lim (1 + —) = e
n—3-+00 n
On a, pour tout z € C:

le™~* — (1~ pnz)*| < €™V — (14 pul2])™;

puisque, par hypothese,
Mz 1
(1 + pal2[)® =n [L +o (—)] — Az
n n n—300

on a alors
lim (1 + pp2)” = e

n—r+o00
Si on prend z = [eft — 1], il vient :
VeeR  lim dx, (t) = exp [A (e —1)].

Le théoréme de Lévy nous permet de terminer cette preuve. |



On peut généraliser ce premier théoréme :

Théoréme des événements rares de Poisson. Soit, pour tout n ¢ N*,
une famille finie {An ;|1 € j < M,} d’événements indépendants définis sur un
espace probabilisé (1, A, P).

On pose P (Ay, ;) = pn ; et on note

My
Sy = z 14,
j=1

On suppose que la suite de terme général M,, tend en croissant vers +oo, que :

max — 0 elque z g ———F A
1€5EM,, P n—+00 ¢ £ 1pn"" n=4oo

ot A > 0. Alors, la suite (Sp),cn. converge en loi vers la loi de Poisson P()\).

Démonstration. On utilise encore le théoréme de Lévy. Par indépendance des
Aniy1 <7< My, ona, pour tout t € R,

M, fn

H Qsl_,,ﬂ i [pn,ge + (1 = Pn,j )]

i=1

M,
H [1+ pn,; (e —1)]

b

b3, (t)

)

Si Log est la détermination principale du logarithme complexe, la formule de
Taylor avec reste intégral nous permet d’écrire que, pour tout z tel que |z| < 1,
on a:

1
Ve ren? | (1 —w)
Log(l142)=2-2 /0(1 u)(l+uz)2du

Notons z = et — 1; puisque . mﬂc{ Pn,j —————+ 0, il existe N tel que, pour
£j<

tout 1z 2 NV, on ait Jex |pn,;2] < 1/2. Pour tout n 2 N, on aalors
i

My M, 1
1—u
Logls, ] =23 pug— 2 Y 1, [ it d
Og[¢sn( )] zjzlpnjg Z jzlpn)j‘/(; (1+Upn,jz)2 u

D'aprés 'inégalité triangulaire, on a, pour tout n > N et tout » € {0,1],
1
L+ upn 2| 21— pnjle| = X

on a donce, pour tout n = N,

ot 1 1—u Mn

; .
: s (g | & 2 :

;”fo (T upn? | Lé??i‘« p’w] Z”




D’aprés les hypoth&ses, on a donc nli}l’iloo Log|¢s, (t)] = Az; autrement dit, on a
. _ i
VeeR  lim ¢s, (t) = exp [A (e - 1)].

Le théoreéme de Lévy nous permet de conclure la preuve.

Nous allons ici démoentrer le Lemme 1 utilisé dans la preuve

Démonstration du Lemme. La formule du bindme de Newton donne, pour tout

zeC, N
P . AP
_(1+E) :Zﬁ_z(g‘)ﬁ;

en tenant compte de ’égalité

G) L7/, F
w g %)
k=0
on a
+0o0 ; no_4 j=-1
A z4 24 k
— 1+ = = T — 1- (1-——)j| (*)

Puisque 1 — Hi;b (1 - -:‘;) = 0, il en résulte que

earle £ 5] )

j=n+1l

ce qui donne le résultat, en utilisant (=) pour |z|. 0






